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第 3 版 前 言 


本 书 第 2 版 目 1999 年 出 版 以 来 ,在 国内 高 等 学 校 和 研究 院 
所) 得 到 广泛 了 使 用 。 这 次 修订 ,主要 对 本 书 中 的 一 些 错 漏 和 不 
妥 之 处 做 了 修正 ,也 对 个 别 定理 的 证 明 进 行 了 简化 。 

在 使 用 本 书 期 间 ,我 们 编写 了 配套 的 辅助 教材 4 和 矩阵 论 导 教 。 
导 学 ， 导 考 》 和 《矩阵 论 典 型 题解 析 及 自 测试 题 泊 西北 工业 大 竺 出 
版 社 出 版 ) ,三 本 书 一 起 构成 了 比较 完整 的 矩阵 论 教材 体系 。 

作者 谨 同 关心 本 书 和 对 本 书 提出 宝贵 意见 的 同行 与 读者 表示 
衷心 的 感谢 。 


编著 者 
2006 年 3 月 


第 2 版 前 言 


本 书目 1989 年 出 版 以 来 ,被 许多 高 等 学 校 、 研 究 院 ( 所 ) 选 作 
人 研究生 和 矩阵 论 课程 的 教材 或 教学 参考 书 ,但 在 使 用 中 也 发 现 了 其 
中 的 一 些 问题 和 需要 进一步 充实 完善 的 地 方 。 为 此 ,我 们 根据 十 
年 来 的 教学 实践 对 本 书 第 1 版 进行 修订 。 

本 次 修订 是 在 保持 原 书 风 格 的 前 提 下 ,改写 了 书 中 一 些 定理 
的 证 明 过 程 , 更 换 了 一 些 例题 和 习题 ,对 带 “x* ”号 的 内 容 也 作 了 少 
量 调 整 。 改 动 较 多 的 地 方 有 : 

(1) 在 31.3 中 ,将 欧 氏 空间 中 的 对 称 变换 作为 酉 空间 中 的 
画 对 称 变换 的 特例 处 理 , 省 去 了 原 书 中 定理 1. 41 的 证 明 。 

(2) 在 》2.2 中 ,借助 于 广义 矩阵 范 数 来 定义 mXn 矩阵 的 
范 数 。 

(3) 将 原 书 3. 1 中 非 负 抢 阵 的 内 容 移 至 8$87.3; 在 83.3 中 
加 强 了 和 矩阵 函数 值 的 计算 方法 等 内 容 。 

(4) 在 》4.2 中 ,将 矩阵 QR 分 解 的 几 个 定理 证 明 改 成 了 便于 
编程 计算 的 构造 性 证 明 。 

(5) 在 》4.3 中 ,将 原 书 第 六 章 中 矩阵 的 Hermite 标准 形 的 
内 容 前 移 , 简 化 了 和 矩阵 满 秩 分 解 的 计算 。 

(6) 在 $4.4 中, 删 去 了 原 书 中 和 矩阵 奇异 值 分 解 的 三 角 分 解 
摘 述 ,加强 了 和 矩阵 奇异 值 分 解 的 计算 与 应 用 。 

(7) 在 3 5.4 中 ,增加 了 线性 矩阵 方程 的 可 解 性 讨论 ,以 及 使 
用 矩阵 函数 求解 简单 线性 矩阵 方程 的 内 容 。 

(8) 重 写 了 8 7. 6。 

(9) 增加 了 部 分 习题 的 答案 或 提示 ,另外 ,重新 编写 了 与 本 书 
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配套 的 题解 。 

在 修订 过 程 中 ,我 们 力求 使 概念 更 加 清晰 ,算法 构造 思想 明 
确 ,推导 论证 严谨 ,深入 浅 出 ,以 便于 阅读 和 教学 。 

程 云 岗 负责 本 版 书稿 的 修订 工作 并 编制 了 修订 计划 , 张 遍 院 
(修订 第 一 至 五 章 ) 和 人 徐 仲 (修订 第 六 至 七 章 ) 分 别 执笔 ,最 后 由 程 
云 鹏 审定 完成 。 

承蒙 西安 交通 大 学 理学 院 姜 宗 乾 副 教授 仔细 审阅 了 修订 版 书 
稿 , 并 提出 了 宝贵 的 意见 ;修订 过 程 中 还 吸收 了 初版 以 来 许多 专 
家 、 同 行 和 读者 提供 的 意见 或 建议 ,在 此 一 并 深 致 谢 忱 。 


编著 者 
1998 年 12 月 


第 1 版 前 言 


惩 阵 理论 既是 学 习 经 典 数学 的 基础 ,又 是 一 门 最 有 实用 价值 
的 数学 理论 。 它 不 仅 是 数学 的 一 个 重要 的 分 支 ,而 且 业 已 成 为 现 
代 各 科技 领域 处 理 大 量 有 限 维 空间 形式 与 数量 关系 的 强 有 力 的 工 
只 。 特 别 是 计算 机 的 广泛 应 用 ,为 矩阵 论 的 应 用 开辟 了 广阔 的 前 
最 。 例 如 ,系统 工程 .优化 方法 以 及 稳定 性 理论 等 ,都 与 矩阵 论 有 
者 密切 的 联系 ,从 而 导致 近年 来 矩阵 理论 在 内 容 上 有 相当 大 的 更 
新 , 非 现 有 教科 书 所 能 概括 。 因 此 ,我 们 根据 各 学 科研 究 生 学 习 和 
科研 的 需要 , 编 出 此 书 。 

本 书 主编 程 云 鹏 教授 从 事 矩 阵 理论 研究 工作 多 年 , 书 中 的 大 
部 分 内 容 都 来 自 他 编写 的 数值 代数 教材 之 中 。 全 书 分 为 7 章 ， 
其 中 第 一 ` 二 三、 四 ,七 章 由 程 云 觅 编写 ;第 五 章 由 张 凯 院 编写 ;第 
六 章 由 徐 仲 编写 。 程 经 十 做 了 很 多 编写 具体 工作 。 最 后 由 程 云 鹏 
统一 全 书 格调 。 

本 书 的 编写 力求 做 到 资料 丰富 ,论述 详尽 严谨 ,文字 通俗 易 
懂 , 便 于 自学 ; 尽 可 能 满足 不 同 专业 工科 及 理科 研究 生 学 习 的 需 
要 ; 书 中 收编 了 作者 近年 来 所 取得 的 一 些 科研 成 果 和 有 关 文 献上 
发 表 的 一 些 文章 。 全 书 内 容 充 实 ,不 同 专业 的 研究 生 可 根据 需要 
对 内 容 进行 取舍 。 理 科研 究 生 可 读 完全 书 , 约 需 80 学 时 。 工 科 修 
60 学 时 的 研究 生 , 除 删 去 第 七 章 外 ,左上 角 带 “x ”号 的 内 容 可 酌 
情 取 舍 一 些 ; 修 40 学 时 者 , 除 删 去 上 面 所 要 删 的 内 容 外 ,对 一 些 定 
理 的 证 明 、 例 题 的 演算 亦 可 酌情 删 碱 。 所 有 删 减 均 不 影响 教学 内 
容 的 连贯 性 。 书 中 各 章 按 节 配 有 适量 的 习题 ,以 供 选用 。 由 于 另 
有 习题 解答 ,故而 本 书 未 列 习题 答案 。 学 习 过 工程 数学 线性 代数 
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课程 的 读者 , 均 可 阅读 本 书 。 

在 编写 过 程 中 ,西北 工业 大 学 研究 生 院 和 应 用 数学 系 的 领导 
及 同事 们 , 均 给 我 们 以 很 大 的 鼓励 和 支持 ;航空 航天 工业 部 631 人 研 
究 所 周 天 孝 教授 仔细 审阅 了 本 书 全 稿 , 并 给 予 了 很 高 的 评价 。 编 
者 在 此 一 并 深 表 谢意 ! 

由 于 编者 的 水 平 有 限 ,错漏 和 不 妥 之 处 在 所 难免 , 殷 望 批评 
指正 ! 


编著 者 
1988 年 春 于 西北 工业 大 学 
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符号 说 明 > 


ReC)) 复数 4 的 实 部 

lIm (2) 复数 4 的 虚 部 

G, 矩阵 4 的 第 : 个 Gerschgorin 

R.(A4) 或 R， 和 矩阵 4 的 第 : 个 Gerschgorin 圆 半径 

R(x) 矩阵 4 的 Rayleigh 商 

4 OO 和 矩阵 4 与 矩阵 B 的 直 积 ,Kronecker 积 

vec(A) 矩阵 4 按 行 拉 直 所 得 到 的 列 向 量 

Pi,m 沿 着 空间 M 向 空间 工 的 投影 算 子 

PL 正 交 投影 算 子 

4 矩阵 和 的 Moore-Penrose 逆 

0 矩阵 4 的 人 7，…，/- 逆 
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A* 矩阵 4 的 群 逆 
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A~>B A 与 B 都 是 Hermite 和 矩阵, 生 A 和 一 B 为 正定 
矩阵 

A 二 B A 与 B 都 是 Hermite 和 矩阵 ,有 目 和 4 一 B 为 非 负 
定 和 矩阵 

A 宇 0(x 宇 人 0 非 负 和 矩阵 A( 非 负 向 量 x) ,A( 或 x) 的 每 个 
元 素 都 是 非 负 实数 

A 宇 0(x 宇 0) 矩阵 4( 向 量 x) 不 是 零 矩阵 (向 量 ) 的 非 负 
矩阵 ( 回 量 ) 

A>O(x>0 正和 矩阵 4A( 正 向 量 x), 和 矩阵 A( 疝 量 x) 的 每 
个 元 素 都 是 正 数 
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习题 3.4. 


$ 3.5 和 矩阵 函数 的 一 些 应 用 
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第 5 章 ”特征 值 的 估计 及 对 称 和 矩阵 的 极 性 ……………………….… 


985.1 :特征 什 的 合计 woop 
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线性 空间 与 线性 变换 是 学 习 现 代 和 矩阵 论 时 经 常用 到 的 两 个 极 
其 重要 的 概念 ， 本章 先 简要 地 论述 这 两 个 概念 及 其 有 关 理 论 , 然 
后 再 讨论 两 个 特殊 的 线性 空间 ,这 就 是 Euclid 空间 和 西 空间 . 所 
有 论述 是 在 假定 读者 已 经 具备 了 维 向 量 空间 的 理论 ,和 矩阵 的 初 
步 运 算 , 线性 方程 组 的 理论 和 二 次 型 的 有 关 知 识 的 基础 上 进 
行 的 ， 


81.1 线性 空间 


一 、 集 合 与 映射 


集合 是 数学 中 最 基本 的 概念 之 一 . 所 谓 集合 是 指 作为 整体 看 
的 一 堆 东 西 . 例如 ,由 一 些 数 (有 限 个 或 无 限 个 ) 组 成 的 集合 , 称 为 
数 集合 或 数 集 ; 一 个 线性 代数 方程 组 解 的 全 体 组 成 一 个 集合 , 称 为 
解 集合 ;一 个 已 知 半径 和 圆心 的 开 圆 内 的 所 有 点 组 成 一 个 集合 , 称 
为 点 集合 或 点 集 ; 等 等 . 组 成 集合 的 事物 称 为 这 个 集合 的 元 素 . 
如 果 用 S 表示 集合 ,a 表示 S 的 元 素 ,常用 记号 


aE€s 
表示 a 是 S 的 元 素 , 读 为 a 属于 S; 用 记号 
4a 入 人 


表示 a 不 是 S 的 元 素 , 读 为 a 不 属于 S. 
因为 一 个 集合 由 它 的 元 素 组 成 ,所 以 给 出 一 个 集合 的 方式 不 
外 乎 是 列举 出 它 的 全 部 元 素 或 给 出 这 个 集合 元 素 所 具有 的 特征 性 


"2 。 吓 阵 论 
质 . 例如 ,由 数 1,2,3 组 成 的 集合 N, 可 记 为 
N= {1, 2, 3) 
这 就 是 用 列举 出 其 全 部 元 素 的 方式 ;但 适合 方程 五 十 冰 二 1 的 全 


部 点 组 成 的 点 集 PP, 因 其 元 素 有 无 穷 多 个 ,不 可 能 全 部 列举 出 来 ， 
就 用 其 元 素 所 具有 的 特征 性 质 的 方式 把 它 记 为 


2 2 
P= (&, y) 3 | 


一 般 地 ,M 是 具有 某 些 性 质 的 全 部 元 素 a 所 组 成 的 集合 时 ,可 
记 为 


M = (a | a 具有 的 性 质 )} 
一 切 正 整数 的 集合 , 称 为 正 整数 集 , 常 记 为 
N 二 {n | 是正 整数 ) 
不 包含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集合 , 常 记 为 分. 例如 ,一 个 无 
解 的 线性 代数 方程 组 的 解 集合 就 是 一 个 空 集合 . 空 集合 在 集合 运 
算 中 所 起 的 作用 ,类 似 于 数 零 在 数 的 运算 中 所 起 的 作用 . 
如 果 集 合 Si 的 元 素 全 是 集合 $: 的 元 素 , 即 由 a € Si 可 以 推 
出 a E S;, 那 么 就 称 Si 为 9$ 的 子 集合 , 记 为 
SCS, 或 S, 避 5 
例如 ,全 体 偶 数组 成 的 集合 是 全 体 整数 组 成 的 集合 一 一 整数 集 
一 一 的 子 集合 . 规定 空 集 合 是 任 一 集合 的 子 集合 . 按 定义 ,每 个 
集合 都 是 它 目 身 的 子 集合 . 把 集合 的 这 两 个 特殊 子 集合 ,统称 为 
其 当然 子 集合 或 假 子 集合 ,而 把 它 的 其 余子 集合 统称 为 其 非 当 然 
子 集合 或 真子 集合 . 
如 果 两 个 集合 Si 与 $: 含有 完全 相同 的 元 素 , 即 wE Si , 当 且 
仅 当 a E S; 时 ,那么 就 称 它们 相等 , 记 为 
Si = 5; 
显然 两 个 集合 1 与 2 ,如 果 同 时 满足 S1 CC 9， 与 ep ,那么 1 
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和 S。 相等 ， 

把 既 属于 集合 S, ,又 属于 集合 S; 的 全 体 元 素 所 组 成 的 集合 称 
为 Si 与 $: 的 交 , 记 为 

9 MNS.={rlzr€ESHzrE S,}) 

例如 , 圆 (z 一 1)? 十 yx = 1 包含 的 所 有 点 组 成 的 点 集 与 圆 
(z+ 一 2)? 十 y 二 1 包含 的 所 有 点 组 成 的 点 集 的 交 , 就 是 两 个 圆 公 
共 部 分 所 有 点 组 成 的 点 集 . 两 集合 的 交 显然 具有 下 面 的 关系 

Si [| SG Sr Dr [DC 

属于 集合 Si ,或 属于 集合 S; 的 全 体 元 素 组 成 的 集合 , 称 为 Si 

与 S; 的 并 , 记 为 
S US =(zlzE3 或 ZE S,} 

两 集合 $, 与 5S; 的 并 显然 满足 关系 S1 U 5; 了 9，9i ULU 9 
S,. 

集合 Si 与 集合 S; 的 和 集 是 指 如 下 的 集合 

{z+y|xrE€S,yE€ SS) 
常用 记号 Si 十 S; 来 表示 ,于 是 有 
SS = wy|I2E Ss YE Ds 
应 该 指出 ,两 集合 的 和 集 概念 不 同 于 它们 的 并 集 概念 ,例如 
CD ld 
ee 

某 些 数 集 ( 含 非 零 的 数 ) ,如 果 其 中 任意 两 个 数 的 和 、 差 . 积 、 商 
(除数 不 为 零 ) 仍 在 该 数 集中 ( 即 数 集 关 于 四 则 运算 封闭 ) ,那么 称 
该 数 集 为 数 域 . 例如 ,实数 集 关 于 四 则 运算 封闭 ,因此 它 形成 一 个 
数 域 , 称 其 为 实数 域 , 记 为 R. 同样 ,复数 集 也 形成 一 个 数 域 , 称 其 
为 复数 域 , 记 为 C. 读者 可 以 验证 有 理 数 集 形成 一 个 有 理 数 域 . 但 
奇数 集 不 能 形成 数 域 , 偶 数 集 也 不 能 形成 数 域 . 

下 面 简 要 介绍 矩阵 论 中 关于 集合 间 的 上 映射 这 一 重要 概念 . 

设 S 与 S' 是 两 个 集合 . 所 谓 集 合 S 到 集合 S 的 一 个 映射 或 


“4。 矩 阵 论 


映照 ,是 指 一 个 法 则 (或 规则 )o;S 一 S , 它 使 S 中 每 一 个 元 素 a 都 
有 S 中 一 个 确定 的 元 素 4’ 与 之 对 应 , 记 为 
ol(4a) 二 a 或 a 一 a (= o(a)) 

a 称 为 a 在 上 映射 a 下 的 象 ,而 a 称 为 a’ 在 映射 c 下 的 一 个 原 象 (或 
象 源 ). 

5 到 S 自身 的 映射 ,有 时 也 称 为 S 到 自身 的 一 个 变换 . 这 种 特 
殊 的 映射 ,在 矩阵 论 中 也 是 经 常 出 现 的 . 

例如 ,S 是 数 域 KD 上 全 体 阶 和 矩阵 4 的 集合 ,定义 

o(A)=deth4 (4 E 9) 
则 有 ao:S 一 KK, 即 oi 是 S 到 K 的 一 个 映射 ;如 果 定 义 
ol(a)=al (a€ 天 ) 

这 里 I 是 阶 单位 矩阵 , 则 有 cz : 开 -> S. 

令 P, 是 所 有 次 数 不 超 过 的 实 系数 多 项 式 的 集合 ,定义 

of(2))= ff() (Cr € PP,) 

oc 是 P, 到 自身 的 一 个 映射 ( 实 为 求 导 运算 ), 即 co 是 P, 到 自身 的 一 
个 变换 . 

又 如 ,对 于 指数 函数 y = e 而 言 , 它 可 视 为 R 到 自身 的 上 映射. 
一 般 地 ,定义 在 R 上 的 实 函 数 y = f(x), 都 可 视 为 R 到 自身 的 一 
种 特殊 上 映射 . 

关于 映射 ,还 可 定义 它 的 运算 如 下 . 

设 a 与 oz 都 是 集合 S 到 S 的 映射 ,如 果 对 于 每 个 a E S, 都 
有 wm(a) 二 02 (a)， 则 称 上 映射 ci 与 c 相等 , 记 为 m = oz. 

设 o, rt 依 次 是 集合 S 到 Si, S; 到 5; 的 映射 ,映射 的 乘积 w 定 
义 如 下 : 

(w)(a) = rlo(a)) (a€ SS) 


此 即 相继 施行 映射 c 和 z 的 结果 ,zz 是 S 到 5S; 的 一 个 映射 . 


@ - 数 域 K 表示 一 般 的 数 域 , 它 可 以 是 及 ,可 以 是 C, 也 可 以 是 其 他 数 域 . 
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设 c，r, 4 依次 为 集合 S 到 Si, Si 到 S:,S: 到 SS; 的 映射 , 则 
可 证 明 中 映射 的 乘积 满足 结合 律 ,但 不 满足 交换 律 , 即 分 别 有 
(ur)o = plw), wT 


二 、 线性 空间 及 其 性 质 


线性 空间 是 线性 代数 最 基本 的 概念 之 一 ,也 是 学 习 现代 和 矩阵 
论 的 重要 基础 .线性 空间 的 概念 ,是 某 类 事物 从 量 的 方面 的 一 个 
抽象 . 为 了 便于 理解 这 个 抽象 概念 , 先 看 如 下 几 个 熟知 的 例子 . 

例 1.1 所 有 实 (或 复 )m 维 向 量 的 集合 R" (或 C") ,对 半 维 回 
量 的 加 法 及 数 乘 ” 维 向 量 的 运算 是 封闭 的 . 加 法 运算 还 满足 交换 
律 与 结合 律 ; 数 乘 向 量 的 运算 满足 分 配 律 与 结合 律 . 

例 1.2 在 集合 P, 中 , 按 通 常 意义 定义 多 项 式 加 法 及 实数 与 
多 项 式 乘法 , 则 P, 对 这 两 种 运算 是 封闭 的 ,因为 ,如 采 JE P，， 
g(t) €E P,, 则 fC) 十 g(t) € Ps; 若 kE R, 则 8f (2) € PP 易 验 
证 对 P, 的 这 两 种 运算 ,也 有 如 例 1. 1 中 所 论 的 诸 算 律 成 立 . 

例 1.3 常 系数 二 阶 齐 次 线性 微分 方程 

y"—3y 十 2y= 二 0 
的 解 的 集合 了 ,对 于 函数 加 法 及 数 与 函数 乘法 有 ,者 >1， 2: € D， 
则 yi 十 yz ED, 当 k ER 时, 则 ky €E D. 即 D 关于 这 两 种 运算 是 
封闭 的 , 且 满 足 如 例 1. 1 中 所 论 的 诸 算 律 . 

例 1.4 在 所 有 n 阶 实 和 矩阵 的 集合 Rz"( 或 复 和 矩阵 的 集合 
CY") 中 ,如 果 A， BE Rom( 或 Cr) , 则 4 十 BE R™( 或 C”); 如 
果 kER( 或 CO), 则 A € R™ (或 C™"). 即 集合 对 于 这 两 种 运算 是 
封闭 的 . 加 法 与 数 乘 矩 阵 也 都 满足 如 例 1. 1 中 所 论 的 诸 算 律 ， 

此 外 ,在 数学 .力学 及 其 他 学 科 中 ,还 有 大 量 如 例 1. 1 至 例 1. 4 
这 样 的 集合 . 因此 ,有 必要 不 考虑 集合 的 对 象 , 抽 去 它们 的 具体 内 
容 的 含义 ,来 研究 这 类 集合 的 公共 性 质 ,并 引进 一 个 概括 性 名 词 
于 是 就 有 如 下 的 线性 空间 的 概念 . 


“6 ， 算 阵 论 

一 一 

定义 1.1 设 V 是 一 个 非 空 集合 , 它 的 元 素 用 x， y, z 等 表 
不 ,并 称 之 为 向 量 ;K 是 一 个 数 域 , 它 的 元 素 用 天，/， m 等 表示 . 如 
采 V 满足 下 列 条 件 ， 

(1) 在 V 中 定义 一 个 加 法 运算 , 即 当 x, y € YY 时 ,有 了 唯一 的 和 
xX 十 y EV, 且 加 法 运算 满足 下 列 性 质 

1) 结合 律 x 十 (y 十 z) = (x 十 y) 十 z; 

2) 交换 律 x 十 y= 二 了 十 xx 

3) 存在 零 元 素 0, 使 x 十 0 一 xi 

4) 存在 负 元 素 ,， 即 对 任 一 向 量 x E V, 存在 向 量 yE€V, 使 
x 十 了 二 0, 则 称 y 为 x 的 负 元 素 , 记 为 一 x, 于 是 有 

天 Cs 

(2) 在 Y 中 定义 数 乘 ( 数 与 向 量 的 乘法 ) 运算 ， 即 当 x E 7， 
RE 天 时 ,有 了 唯一 的 Ar ETV， 且 数 乘 运 算 满 足下 列 人 性 质 ， 

5) 数 因子 分 配 律 k(x 十 y) = kx 十 ky， 

6) 分 配 律 (十 Dx = kx 十 信 ; 

7) 结合 律 k(lx) = (kL)x; 

8)1x= Xx. 
则 称 Y 为 数 域 K 上 的 线性 空间 或 向 量 空间 . 

V 中 所 定义 的 加 法 及 数 乘 运算 统称 为 了 的 线性 运算 . 在 不 臻 
产生 混淆 时 ,将 数 域 K 上 的 线性 空间 简称 为 线性 空间 . 

须要 指出 ,不 管 六 的 元 素 如 何 , 当 天 为 实数 域 R 时 , 则 称 六 为 
实 线性 空间 ; 当 K 为 复数 域 C 时 ,就 称 V 为 复线 性 空间 . 

例 1. 1 中 的 R"(C" ) 形成 实 ( 复 ) 线性 空间 ; 例 1. 2 至 例 1. 4 中 
的 集合 ,在 其 各 自 的 加 法 和 数 乘 运算 的 定义 下 ,都 形成 实 线性 从 
间 . 称 例 1.4 所 给 的 线性 空间 为 矩阵 空间 . 

例 1.5 设 Rr+ 为 所 有 正 实 数组 成 的 数 集 ,其 加 法 与 数 乘 运算 
分 别 定 义 为 


mtin=nmm, koem= mt 
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证 明 R+ 是 R 上 的 线性 空间 . 
证 设 m,nE€ Rt',kER, 则 有 
mltn = mm € 了 +， kem—=m ER 
即 .R+ 对 所 定义 的 加 法 运算 “ 田 ”与 数 乘 运算 “。” 是 封闭 的 , 且 有 
(1) (mH Hp = Gnan) Ep = mnp = mnp) = 
mltH(ntHp) 
(2) mlHn = mn = nm = ntm 
(3) 1 是 零 元 素 , 因 为 ml 二 mwX1 二 mm 


渍 加 的 负 元 素 是 二 ,因为 mm 加 二 m X 二 三 过 


(5) ko (mlHn) = ko (mn) = (mn)’ = 
m:n* = (k°o m)[t(k°。 n) 
(6) (kD om= mT = mm’ = (ke mm) em) 
(Dhoom =kem 一 m=m =m = (km 
(8) 1 em=m =m 
成 立 , 故 R+* 是 实 线性 空间 . 
定理 1.1 线性 空间 有 唯一 的 零 元 素 , 任 一 元 素 也 有 唯一 
的 负 元 勾 . 
证 “” 设 0, 0 是 Y 的 两 个 零 元 素 ,考虑 和 
0 十 0: 
由 于 0, 是 六 的 零 元 素 , 因 此 0 十 9 = 0: 十 0 = 一 0 ;又 由 于 0: 也 
是 VV 的 零 元 素 ,因此 0, 十 9 二 0 从 而 有 
0; = 0 二 0, = 0, 
这 就 证 明了 零 元 素 的 唯一 性 . 
为 了 证 明 负 元 素 的 唯一 性 , 设 元 素 x 有 两 个 负 元 素 xz 和 x2， 
即 有 


六 


xX 十 Xi1 二 0， xX 十 X22 二 0 
于 是 
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一 一 一 
X1 二 Xi 十 0 三 Xi 十 (十 2) 一 (xi 十 xX) 十 x， 一 
0 十 xz 一 2 证 毕 


利用 负 元 素 ,定义 Y 中 向 量 的 减法 如 下 

nh A np Gh 

可 以 证 明 , 若 xx ET, 有 RE K, 则 0x = 0, 0 二 0, (一 ])x 二 
一 和, 

同 = 维 线性 空间 R" 中 向 量 组 的 线性 相关 性 一 样 ,如 果 x ,x ， 
…，Xm 为 线性 空间 V 中 的 m( 有 限 正 整数 ) 个 向 量 ,x EV, 且 存 
在 数 域 K 中 一 组 数 c; ，c, ，…，c, ,使 

X= CN 二 cx t+ crx, (1. 1.1) 
则 称 x 为 向 量 组 x; ，, xi,…， x, 的 线性 组 合 , 有 时 也 称 向 量 x 可 由 
X11，X2，*…， Xa 线性 表示 . 

如 果 式 (1. 1.1) 中 的 c1 ,cs ，…，cw 不 全 为 零 , 且 使 

Ni 十 Coxz 十 … 十 cx, 二 0 (1. 1. 2) 
则 称 向 量 组 x ，x, ，…， x, 线性 相关 ,否则 称 其 为 线性 无 关 ( 即 
2 仅 首 病 霹 人 区 全 为 零 时 才 成 立 , 称 x xs ，… x。 
线性 无 关 ). 注意 到 上 述 概 念 都 只 涉及 加 法 与 数 乘 运算 ,与 向 量 本 
喘 的 属性 无 直接 关系 ,因此 对 于 Rn 中 向 量 成 立 的 相应 结论 可 以 照 
搬 到 一 般 的 线性 空间 中 来 . 对 站 中 线性 无 关 的 向 量 组 所 含 向 量 的 
最 大 个 数 作 如 下 的 定义 . 

定义 1.2 线性 空间 V 中 线性 无 关 向 量 组 所 含 向 量 最 大 个 数 
称 为 V 的 维 数 . 若 n 是 具有 这 个 性 质 的 正 整数 , 则 称 Y 的 维 数 是 
nsy 记 为 dimV = 二 nn. 

维 数 是 = 的 线性 空间 称 为 数 域 玉 上 的 维 线性 空间 , 记 为 V". 
当 n = 十 oo 时 , 称 为 无 限 维 线性 空间 . 

譬如 , 例 1.3 中 的 集合 DD 仅 有 两 个 线性 无 闫 的 向 量 y = er， 
二 e”*, 且 DD 中 任 一 向 量 y 都 可 以 由 y， 和 2 线性 表示 , 即 有 
2 二 ce 十 ce 故 dmD=2, 即 D 是 RE 上 的 2 维 线性 空间 . 同 
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样 , 例 1.4 中 的 RY" 是 R 上 的 mw 维 线性 空间 . 这 是 因为 R” 的 仔 


一 向 量 A = (av ) wo = BE，, 其 中 忆 是 第 1 行 第 7 列 的 元 素 


为 1 ,其 余 元 素 都 为 0 的 所 阶 算 阵 ， 且 易 验证 E, (1, 7 一 1，2， 
n) 线性 无 关 , 故 dimR™" 一 zw. 又 如 ,所 有 实 系数 多 项 式 的 集合 
和 惫 的 多 项 六 加 法 及 数 和 多 项 式 的 运算 下 形成 的 实 线性 空间 是 无 
限 维 的 ,这 是 因为 对 于 任意 整数 N, 都 有 N 个 线性 无 关 的 向 量 
Lr 

容易 验证 ,1， ty Ey 是 例 1. 2 中 的 线性 空间 人 的 一 个 
最 大 线性 无 关 组 , 且 dimP, 一 ?十 上 

无 限 维 线性 空间 是 一 个 专门 研究 的 对 象 , 它 与 有 限 维 线性 空 
间 有 较 大 的 差别 . 本 书 主要 讨论 有 限 维 线性 空间 . 


三 、 线 性 空间 的 基 与 坐标 


在 解析 几何 中 ,为 了 借助 于 数量 运算 以 实现 向 量 的 运算 ,必须 
引进 向 量 的 坐标 . 对 有 限 维 线性 空间 , 坐标 同样 是 一 个 有 力 的 工 
具 , 现 引入 如 下 . 

定义 1.3 设 V 是 数 域 上 的 线性 空间 ,xi， xXx: ，*…，X,(7 之 
1) 是 属于 立 的 任意 > 个 向 量 ,如 果 它 满足 

(1) x1，xXz，"…，X; 线性 无 关 ; 

(2) V 中 任 一 向 量 x 都 是 x1，xz，…，x; 的 线性 组 合 . 

则 称 x1，xs，…， Xx; 为 V 的 一 个 基 或 基底 ,并 称 x,(z 一 1，2，…， 
r) 为 基 向 量 . 

由 定义 1. 3 可见, 线性 空间 的 维 数 是 其 基 中 所 含 向 量 的 个 数 ， 

例如 ,ez 与 ezz 就 是 线性 空间 的 一 个 基 ; 而 E, (1, J 一 1，2， 
.…,，7) 就 是 线性 空间 R™" 的 一 个 基 . 

根据 定义 1.3, 容 易 看 出 : 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 0 的 基础 解 系 
中 所 含 的 向 量 , 就 是 其 解 空间 的 一 
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需要 指出 ,一 个 线性 空间 的 基 不 是 唯一 的 . 例如 ,n 维 向 量 组 
el 二 (1， 0，…，0) 太一 (1]， Ly 1, 1) 

2 一 《0， Ls “**, 0) 2 二 (0， 1 ， ”3 1 1) 

0 :2 


e, = (0, 0, .… ,1) yn 一 (0,，0，…，0，1) 
(1. 1. 3) 
都 是 线性 空间 R" 的 基 ,这 是 因为 , 
ED 1 1 ... 1 1 
0 1 0 0 1 1 1 
隆 0 及 ||， D0 
0 0 … 1 O 0 … 0 1 


丛 而 它们 各 自 都 线性 无 关 而 且 对 任 一 向 量 x 一 
(& , & &) ER", 分 别 有 
X= betée 十 … 十 名 e， 
X=& yi 二 (一色 )yz 十 十 (6 一 6 1) y, 
于 是 由 定义 1.3 知 上 面 论断 成 立 . 
定义 1.4 称 线性 空间 V" 的 一 个 基 xi, x，…, x, 为 V" 的 一 
个 坐标 系 . 设 向 量 x € V", 它 在 该 基 下 的 线性 表示 式 为 


X= hx 二 bx 二 二 EX, (1. 1. 4) 
则 称 上 ? & 人 - 所 为 x 在 该 坐标 系 中 的 坐标 或 分 量 , 记 为 
(6 ,Ga 6 )T (1. 1.5) 


必须 指出 ,在 不 同 的 坐标 系 ( 或 基 )》 中 ,同一 向 量 的 坐标 一 般 
是 不 同 的 . 例如 ,R" 的 任 一 向 量 (& , &,…, &) 在 式 (1. 1. 3) 的 第 
一 基 中 的 坐标 是 (&; ，é&, ，…，é&,)7， 但 在 第 二 基 中 的 坐标 却 是 
(6 ，& 一 Se 然而 却 有 下 面 的 定理 . 

定理 1.2 设 如 ,和 ,各 是 三 的 一 个 基 ,zE 灵 , 则 xz 可 
唯一 地 表示 成 X11 X22 "XN 的 线性 组 合 . 

证 设 x 经 由 xi，,xs,，…, x, 的 线性 表示 式 有 两 个 , 即 
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X= EN 二 x 十 …… 十 后 Y， 

x = xi 十 外 Xz 十 十 XX， 
相 减 得 

(€! —& N+ bx 二 十 (6 一 x 二 0 

由 于 x xz，*…，xs 是 V" 的 基 , 从 而 线性 无 关 , 故 有 

& 一 E (=1,2,.,n) 证 毕 

必须 注意 ,使 用 表达 式 (1. 1. 5) 时 ,应 该 指明 在 V” 中 所 选用 的 

坐标 系 ,这 是 因为 V" 的 基 不 唯一 ,而 向 量 的 坐标 随 基 的 不 同 而 不 
同 . 车， xs，…, xX 为 V" 的 一 个 基 , 则 在 这 个 坐标 系 中 , 基 向 量 
x, (一 1，2，…，72) 正好 表示 为 


x, 一 0xi 十 … 十 0x-i: 十 ] Oe i se 
它 的 坐标 为 
e, = (0,， … 0， Ls | 0)T (1 一 |， 人 n) 


由 此 可 见 , 假 如 在 定义 1.1 中 没有 1x 二 x 的 规定 ,就 无 法 把 x, 写 
成 x ，xs，…，xs 的 线性 组 合 , 从 而 基 、 维 数 等 概念 都 没有 了 . 

例 1.6 可 以 验证 , 复数 域 C 是 其 自身 上 的 线性 空间 , 且 
dimC 二 1, 数 1 就 是 它 的 基 ; 如 果 把 C 看 做 是 实数 域 R 上 的 线性 
空间 , 则 dimC = 2, 数 1 与 ] 就 是 一 个 基 . 

例 1. 6 说 明 , 维 数 与 所 考虑 的 数 域 有 关 . 


四 、 基 变换 与 坐标 变换 


在 V" 中 ,任意 1 个 线性 无 关 的 向 量 都 可 取 作 它 的 基 或 坐标 
系 . 但 对 不 同 基 或 坐标 系 ,同一 个 向 量 的 坐标 一 般 是 不 同 的 . 现 
在 讨论 当 基 改变 时 ,向 量 的 坐标 如 何 变 化 . 首先 介绍 ,由 V” 的 一 
基 改 变 为 另 一 基 时 ,过 渡 和 矩阵 的 概念 , 

设 xi ,Xz，"…， Xn 是 V” 的 旧 基 ,yi ， yz，…，y; 为 其 新 基 , 则 由 
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基 的 定义 可 得 

YL = Ca Co Nt ey 


yz = Cixi 二 C22 Xz 十 "十 cro xX, 


了 
或 者 形式 地 写成 
(yi ya es Yn) = (Kis Kas ,KC (1. 1. 6) 
其 中 和 矩阵 


Cn Cn Cr 

称 为 由 旧 基 改变 为 新 基 的 过 渡 和 矩阵 . 而 称 式 (1.1.6) 为 基 变换 
公式 . 

需要 指出 ,对 式 (1. 1. 6) 的 右 端 作 和 矩阵 乘法 运算 之 前 ,只 能 将 
x, 当做 一 个 “ 量 ”看 待 , 无 论 它 本 身 是 何 类 元 素 ,都 不 能 直接 代入 
进行 运算 . 式 (1. 1. 6) 的 右 端 按 和 矩阵 乘 法 规则 运算 之 后 ,比较 等 号 
两 端的 对 应 “分 量 ” 时 , 亦 将 y, 当做 一 个 “ 量 ” 看 待 . 

可 以 证 明 , 过 湾 和 矩阵 是 非 奇异 矩阵 

现在 讨论 向 量 的 坐标 变换 问题 . 为 此 , 设 x E V" 在 上 面 所 述 
旧 新 两 基 下 的 坐标 依次 是 (& Gy 与 (nn ，» NY """, m1.) ， 
即 有 

研一 和 外 十 外 xz tx = ny 十 yz 十 … 十 yy 
采用 形式 写法 ,并 使 用 (1. 1. 6) , 便 有 


本 


X= (Xs Xs, Xl |= 
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办 
(Cy1, y2, ***, yn) . 一 
办 
办 
(XKX1, Xa, ***, Xa)C 
办 
由 于 基 癌 量 是 线性 无 关 的 ,因此 有 
6 Wa 
?|=cl? 
名 mh 
或 者 
nN 3 
|=c | 
7 6 
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(le Lay) 


(1. 1. 8) 


式 《1. 1.7) 与 式 (1. 1. 8) 给 出 了 在 基 变 换 式 (1. 1. 6) 下 问 量 坐标 的 


变换 公式 . 
例 1.7 在 R" 中 ,已 知 癌 量 x 在 基 ei， €2， 


(6&， 上 ， &)', 求 当 该 基 改 变 为 基 yi1, ys **° 


新 基 下 的 坐标 Cm， M2，"""， J 
解 ”由 式 (1. 1. 3), 有 


(y1， y2, "**» ya) es (el， C2，” e,，) 


…，e, 下 的 坐标 为 
» Yn 时 , 问 量 x 在 


”1]4， 大 阵 论 


于 是 过 滤 和 抢 阵 为 
rs 0 
有 
1” 计 1 
不 难 求 得 
0” 池 0 0 
一 1 0 0 0 
人 
0 省 ”全 
由 式 (1. 1. 8) 得 x 在 新 基 y1，y2，,"…，y; 下 的 坐标 为 
1 0 0 .:. 0 0 
a a 
(| 0 0 
7 1 1 1| 
也 就 是 
Ve 
% = 


这 与 前 面 所 得 结果 完全 一 致 . 
例 1.8 已 知 和 矩阵 空间 R22 的 两 个 基 


a | 4 = | | 
I 
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| 1 0 

2 , )|， 下 

求 由 基 ( 工 ) 改变 为 基 (I) 的 过 渡 和 矩阵 . 
解 ”为 了 计算 简单 ,采用 中 介 基 方法 . 引进 RX 的 简单 基 


(CW)E =- | | 家 | | 
nT lg oo 2 一 [0 0 


mh] 
i I 


直接 写 出 由 基 ( 亚 ) 改变 为 基 ( 工 ) 的 过 湾 和 矩阵 为 


1 1 0 0 

0 0 1 1 
Ci1 = 

0 0 二 

小 2 浊 0 


即 
(A ，A;，A,， A,) (Fi » Es, Ez, Ez )O 


再 写 出 由 基 ( 亚 ) 改变 为 基 ( 开 ) 的 过 湾 和 矩阵 为 


1 1 1 1 
1 1 1 0 
C, = 
1] 1 0 0 
1 0 0 0 
即 
(B, ’ B,,， B,,， B,) > (Ei 》 Ei,,， E; 9 FE )C» 
所 以 有 


(Bi, B,, B;, B,) = (hi, A;, As, Ai)C1'C: 
于 是 得 由 基 ( 工 ) 改变 为 基 ( 开 ) 的 过 湾 和 矩阵 为 


人 起 阵 论 


C= CiC, = 

10 0 117171 11 11° 
1] 11 0 9 
入 -人 下 站 下 直人 
了 

玉河 

1 .10 1 1 1 

2 .2 

0 0 10 

五 、 线 性 子 空间 


在 通常 的 三 维 几 何 空间 中 ,考虑 过 原点 的 一 条 直线 或 一 个 平 
面 . 不 难 验 证 这 条 直线 或 这 个 平面 上 的 所 有 问 量 对 于 问 量 加 法 及 
数 乘 运算 ,分别 形 成 一 个 一 维和 二 维 的 线性 空间 . 这 就 是 说 ,它们 
一 方面 都 是 三 维 几 何 空 间 的 一 个 部 分 ,同时 它们 自身 对 于 原来 的 
运算 也 都 构成 一 个 线性 空间 . 针对 这 种 现象 ,引入 下 面 的 定义 . 

定义 1.5 设 Vi 是 数 域 K 上 的 线性 空间 V 的 一 个 非 空 子 集 
合 , 且 对 V 已 有 的 线性 运算 满足 以 下 条 件 : 

(1) 如 果 x，yEWV， 则 xx 十 了 ET 

(2) 如 果 x EV,kEK, 则 kx ET 
则 称 Vi 为 Y 的 线性 子 空间 或 子 空 间 . 

例如 ,n 阶 齐 次 线性 方程 组 的 解 空 间 是 R" 的 子 空间 . 

值得 指出 ,线性 子 空间 Vi 也 是 线性 空间 . 这 是 因为 Vi 为 V 的 
子 集合 ,所 以 Vi 中 的 向 量 不 仅 对 线性 空间 V 已 定义 的 线性 运算 封 
闭 , 而 且 还 满足 相应 的 8 条 运算 律 . 

容易 看 出 ,每 个 非 零 线性 空间 至 少 有 两 个 子 空间 ,一 个 是 它 自 
身 , 另 一 个 是 仅 由 零 回 量 所 构成 的 子 集合 , 称 后 者 为 零 子 空间 . 

由 于 线性 子 空 间 也 是 线性 空间 ,因此 ,前 面 引 入 的 关于 维 数 、 
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基 和 坐标 等 概念 , 亦 可 应 用 到 线性 子 空 间 中 去 . 
由 于 零 子 空间 不 含 线性 无 关 的 向 量 , 因 此 它 没 有 基 ,规定 其 维 
数 为 零 . 
因为 线性 子 空 间 中 不 可 能 比 整 个 线性 空间 中 有 更 多 数目 的 线 
性 无 关 的 癌 量 ,所 以 ,任何 一 个 线性 子 空间 Vi 的 维 数 不 大 于 整个 
线性 空间 V 的 维 数 , 即 有 
dimVi 入 dimV (1. 1. 9) 
例如 ,n 阶 齐 次 线性 方程 组 当 其 系数 矩阵 的 秩 为 r(1 才 7 二 nn) 
时 ,其 解 空间 的 维 数 小 于 R" 的 维 数 . 
下 面 讨论 线性 子 空间 的 生成 问题 . 
设  ，xz ，…，xn 是 数 域 K 上 的 线性 空间 VV 的 一 组 向 量 ,其 
所 有 可 能 的 线性 组 合 的 集合 
一 (人 RIXI 十 … 十 Rn) (RE 天 ,2 一 1，2，…，7) 
是 非 空 的 , 而且 容易 验证 Vi 对 V 的 线性 运算 是 封闭 的 ,因而 Vi 是 
V 的 一 个 线性 子 空间 . 这 个 子 空间 称 为 由 x1 ， xs,，… ,xm 生成 (或 
张 成 ) 的 子 空间 , 记 为 
工 (XI ，X2，…，Xan) = (kiwi 二 "二 knXn) 
(1. 1. 10) 
在 有 限 维 线性 空间 V 中 , 它 的 任何 一 个 子 空间 都 可 以 由 式 
(1. 1. 10) 表示 . 事实 上 , 设 Vi 是 V 的 子 空间 ,Vi 当然 是 有 限 维 的 ， 
如 果 x1，xz，…，xm 是 Vi 的 一 个 基 , 那 么 有 
Vi = L(x, Xs ***, Xm) (1 1 ll) 
特别 地 , 零 子 空间 就 是 由 零 元 素 生成 的 子 空间 LC0). 
和 矩阵 的 值 域 和 核 空 间 ( 零 空间 ) 的 理论 ,在 线性 最 小 二 乘 问题 
和 广义 逆 和 矩阵 的 讨论 中 都 占有 重要 地 位 , 现 定义 如 下 . 
定义 16 设 4=(ca) ER™, 以 qa,(1 = 二 1,2,“…,n) 表示 
4 的 第 1 个 列 向 量 , 称 子 空间 Ll(al ,a;,，…, a,) 为 矩阵 4 的 值 域 
( 列 空间 ), 记 为 


S03 窍 阵 论 


R(A) 一 工 (al，adz，…，G，) (1. 1. 12) 
由 前 面 的 论述 及 和 矩 阵 秩 的 概念 可 知 R(A) C R”", 且 有 
rankA = dimR(A) 
R(4) 还 可 以 这 样 生成 : 令 x 二 (& ,5)”E R", 则 
Ax = (qi, qs, 4) (bb 6) = 
人 十 名 @z 十 十 a 
这 表明 4x 为 4 的 列 向 量 组 的 线性 组 合 . 反之 , 若 ? 为 4 的 列 向量 
组 的 线性 组 合 , 即 
一 名 ad 十 名 de 十 … 十 dv 一 4x 
可 见 , 所 有 乘积 Ax 之 集合 


(4x | xcER") 
与 4 的 列 向 量 组 的 线性 组 合 的 集合 趣 (Cal，a ，…，a) 相同 ,从 
而 有 
R(A) = {Ax |rER) Cl 1 
同样 可 以 定义 4" 的 值 域 ( 行 空间 ) 为 
R(4I) 一 (4IXYER" CR (1. 1. 13) 
且 有 


rank4 = dimR(A) = dimR (A’) 
定义 1.7 设 A4 一 (a,) E R”™, 称 集合 {x | hx 一 0} 为 4 的 
核 空间 ( 零 空 间 ) , 记 为 NC(4), 即 
N(A)= {x | Ax = 0} (1. 1.14) 
显 见 NC(4) 是 齐 次 线性 方程 组 Ax 二 0 的 解 空间 , 它 是 R” 的 一 
个 子 空间 . 4 的 核 空 间 的 维 数 称 为 4 的 零度 , 记 为 n(4), 即 
n(A) = dimN(A) 
例 1.9 已 知人 一 | 。 ， |, 求 4 的 秩 及 零度 


解 显然 有 @ 十 az 一 as 一 0, 即 4 的 三 个 列 向 量 线性 相关 . 
但 4 的 任何 两 个 列 向 量 均线 性 无 关 , 故 rank4 = 2. 
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又 由 4x = 0 可 求 出 x 二 (1, 1, 一 1)'t,t 为 任意 参数 . 从 而 
有 ?z(4) 一 1 

同样 ,可 以 求 得 rank4I 一 2,m(47I) = 0， 

从 例 1.9 可 见 ,rank4 十 2(4) = 和 的 列 数 ,而 nC(4) 一 nC(47) = 
(4 的 列 数 ) 一 (4 的 行 数 ), 这 一 事实 具有 一 般 性 , 即 若 4 = 
(ay )mnxn EE R”™", 则 有 下 面 的 一 般 公式 

rankA ++n(hA)=n (1.1.15) 
n(A)—n(h')=n—m (1. 1. 16) 
事实 上 ,因为 hx 二 0 的 解 空间 的 维 数 为 n(4) 二 n 一 rankA4, 从 而 
式 (1. 1.15) 成 立 ;又 因 
rankA' +n(AhAT)=m 
由 式 (1. 1. 15) 减 去 上 式 , 便 得 式 (1. 1. 16). 

值得 指出 的 是 , 当 4E C™ 时 ,照样 有 定义 1.6 和 定义 1.7, 且 
式 (1.1.15) 与 式 (1.1. 16) 仍 成 立 ， 

定理 1.3 设 W 是 数 域 K 上 的 线性 空间 Vr" 的 一 个 m 维 子 空 
间 , ,Xz，… ,Xn 是 Vi 的 基 , 则 这 mm 个 基 向 量 必 可 扩充 为 Vr 的 
一 个 基 . 换言之 ,在 Vr 中 必 可 找到 nn 一 mm 个 向 量 Kmtl 9 Xmt2 9 “9 
xn， 使 得 翅 ，xs，…， x, 是 V" 的 一 个 基 . 

证 ”对 维 数 差 n 一 m 作 归 纳 法 . 当 n 一 m= 二 0 时 ,定理 显然 
成 立 , 原 因为 x ，xz，…, x 已 经 是 Vr" 的 基 . 现在 假定 n 一 m= 
k 时 定理 成 立 ,考虑 nn 一 m 二 上 十 1 的 情形 . 

既然 x ，xz ，…，xnm 还 不 是 V” 的 基 , 但 它 又 是 线性 无 关 的 , 则 
由 定义 1.3 可 知 , 在 Vr” 中 至 少 有 一 个 向 量 x i 不 能 被 x1， x ，…， 
xn 线性 表 出 . 把 xz 添加 进去 ,2 ，xz ，…，Xxm，Xmti 必定 是 线性 
无 关 的 ( 若 x1 ，xz ，…，xvr 线性 无 关 , 但 ，x;，… ,x,, x 线性 相 
关 , 那 么 x 可 以 被 x1，xs，…，, x; 线性 表 出 , 且 表 示 法 唯一 ). 由 式 
(1. 1.11) 知 子 空间 工 (Cxz ，xz ，…，xn，XnH) 是 2 十 1 维 的 . 因为 

1 一 《7 十 1) 王 (2 一 1M) 一 1 一 R 十 1 一 1 一 


.20 ， 算 阵 论 


由 归纳 法 假定 知 L(xX1, Xa “**, Xn, Ktl) 的 基 2 ，Xxz，***，Xn， 
x 可 以 扩充 为 V" 的 基 , 归 纳 法 完成 . 证 毕 


六 、 子 空间 的 交 与 和 


前 面 讨 论 了 由 线性 空间 的 元 素 生成 子 空间 的 方法 与 理论 . 这 
里 将 要 讨论 的 子 空间 的 交 与 和 , 可 以 视 为 由 子 空间 生成 的 子 空 
间 . 先 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 1.4 如 果 Vi,V; 是 数 域 K 上 的 线性 空间 V 的 两 个 子 
空间 ,那么 它们 的 交 Vi 门 V 也 是 V 的 子 空 间 . 

证 ”因为 0EVi,0EVi, 所 以 0 € Vi 人 Vz. 于 是 Vi 作 V。 
是 非 空 的 . 又 检 x,y EViN 站 Vo, 则 x,，yEVi,x,yE€EVi. 因 Vi， 
V 都 是 子 空间 , 故 X 十 了 EViY 二 yyEYV，， 即 xX+yEV NV. 
又 因 kx EE VI, kx €E Vi, 故 kx € Vi 门 Vz. 于 是 由 定义 1.5 知 
Vi 门 Vi 是 V 的 子 空间 . 证 毕 

由 集合 的 交 的 定义 可 以 推 知 , 子 空间 的 交 满足 交 换 律 与 结合 
律 , 即 有 

Vi flV;: = V/V 
(Vi 门 V;) 门 Vs 一 Vi 门 (V, 门 V;) 

定义 1.8 设 Vi,V; 都 是 数 域 K 上 的 线性 空间 V 的 子 空间 ， 
且 xE€Vi,yE€V:, 则 所 有 x 十 y 这 样 的 元 素 的 集合 称 为 Vi 与 V， 
的 和 , 记 为 Vi 十 Vi, 即 

Wi 十 V ={z|z=x+y,xEVi,yE€EV.,) 

定理 1.5 如果，V: 都 是 数 域 K 上 的 线性 空间 V 的 子 空 
间 , 那 么 它们 的 和 Vi 十 V 也 是 V 的 子 空间 . 

证 ”显然 Vi 十 Vi 非 室 . 又 对 任意 癌 量 x , x: E Vi 及 向 量 
yy，y2 EV;， 有 

(wi 十) 十 《Xz 十 yz) 二 (十 X2) 十 (十 y2) E Vi 二 VV 
k(xi 十 y1) 一 kx + kyi EC Vi 十 V:; 
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这 就 证 明了 Vi 十 Vs 是 V 的 子 空 间 . 证 毕 

由 集合 的 和 的 定义 可 以 推 知 , 子 空间 的 和 适合 交换 律 与 结合 
律 , 即 有 

Vi 二 Vs = Vt VV 
(六 十 V2) 十 Vs 二 Vi 十 (Vz 十 V3) 

例如 ,在 线性 空间 R’ 中 ,Vi 表示 过 原点 的 直线 l! 上 所 有 向 量 
形成 的 子 空间 ;Vz 表示 另 一 条 过 原点 的 直线 i; 上 所 有 向 量 形成 的 
子 空间 . 显然 Vi 用 W 是 由 六 与 2 交点 (原点 ) 形成 的 零 子 空间 
Vi 十 Vs 是 在 由 六) 与 i; 所 决定 的 平面 上 全 体 问 量 形成 的 子 空间 . 

子 空间 的 交 与 和 可 视 为 子 空间 之 间 的 两 种 运算 . 

如 果 柬 CV ,CCV ,那么 友 CT 人 .这 就 是 说 Vi ，V: 
的 子 空间 W 是 Vi 门 Vi 的 子 空间 ;换言之 ,Vi 站 Vi 是 包含 在 Vi， 
V; 中 的 最 大 子 空间 . 如 果 WDVi, WDVi, 那么 W 祷 Vi 十 Vi. 
这 就 是 说 包含 Vi 与 Vz 的 子 空间 W 也 包含 VV 十 V2; 或 者 说 
Vi 十 V; 是 包 售 VV 及 V 的 最 小 子 空间 . 

关于 两 个 子 空 间 的 交 与 和 的 维 数 ,有 如 下 的 定理 . 

定理 1.6 〈 维 数 公式 ) 如 果 Vi,V; 是 数 域 K 上 的 线性 空间 V 
的 两 个 子 空间 ,那么 有 下 面 公 式 

dimVi 二 dimV; = dmGCVw 十 V) 十 dm (| Vi) 
C1 dsl) 

证 ” 设 dimVi 二 nn , dimV; 二 np， dim(Vi 门 V) = m. 需要 
证 明 dim(Vi 十 Vi) 三 和 十 72 一 7 

当 m= ni 时 ,由 Vi (NV: CV 知 Vi NV: = VW, 再 由 
VV 门 Vi CV 可 得 总 CCVi,; 从 而 Vi 十 Vz = 二 Vi, 故 

dim(Vi 二 Vs) = dmV: =n 一 7 十 12 一 7 

同 理 , 当 mx == nz 时 , 式 (1.1.17) 亦 成 立 . 

当 m<mHm<=n; 时 , 设 x!， X22 9 Xm 为 Vi 门 VY 的 基 . 
由 定理 1. 3 ,将 它 依次 扩充 为 Vi，V: 的 基 . 


i 
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is Kes sy Km Pls Vas 
Kis Kas ry Km Zs Les es Zonm 
只 要 证 明 向 量 组 
Kis Ka es Kms Pls Pays rms Ll Lg 
是 Vi 十 Vs 的 一 个 基 , 这 样 一 来 Ya 十 V; 的 维 数 就 等 于 71 十 ?2 
7 ,从 而 式 (1.1.17) 成 立 . 因为 Vi 中 任 一 向 量 可 由 xi，x;，…， 
Xn» D1 2 Yn —m 线性 表 出 ,所 以 也 可 由 x ， xz ，*…，x,， y1， 
D2 Yn—m, ZI，Z2， °°, zm 线性 表 出 . 同 理 ,V; 中 任 一 向 量 也 
可 由 它们 线性 表 出 . 于 是 有 
VitV = Ln my, Kn Ws Ws Wm Ls Lo om) 
此 外 ,还 要 证 明 这 ni 十 ns 一 mm 个 向 量 线性 无 关 . 假定 
2 3 2 Wh es i ee ,EN 
qizi 十 … 十 0 
令 
Y 一 giz 二 "二 quw-m 一 
kx 一 全 一 RoXam 一 四 太一 … 一 Pr -mm —m 


则 由 第 一 等 式 有 x € V;; 由 第 二 等 式 有 x € Vi, 因 此 有 


XEVfV, 
好 x 可 由 xj， X22, “9 线性 表册 。 令 
党 一 一 Li Xi 一 Xe ES 


则 有 
ix 十 loxz 十 … 十 lnXm 二 qizi 十 多 0 一 10 
但 zi，xze ，…， Km» Zl, ZL2» ,Ln —m 是 V; 的 基 , 因 此 它们 线性 无 
关 , 有 
i ==/, =0, gq 一 … 一 qu 一 0 
从 而 x 二 0. 于 是 又 有 
Rix 二 十 knxn 二 Piyi 十 *…: 十 力 -ny -nm = 0 
但 如 wa 1 ya yr-m 是 Vi 的 基 , 故 它们 线性 无 关 ， 


Ms a eh 
Bi HE 
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从 而 又 有 
有 一 … 一 如 一 0， 加 一 … 一 加 一 0 
这 就 证 明了 x ,xz Xm ， 芒 ，J2， 1 22 ， nm 
线性 无 关 , 因 而 它 是 Vi 十 V; 的 基 . 证 毕 
式 (1. 1. 17) 表明 ,和 空间 的 维 数 往往 要 比 空间 维 数 的 和 来 
得 小 . 
定义 1.8 给 出 和 空间 V: 十 V; 时 ,只 知道 其 任 一 向 量 z 均 可 表 
示 为 xE Vi 与 yE Vi 的 和 , 即 z 二 x 十 y. 但 是 ,一 般 说 来 这 种 表 
示 法 并 不 是 唯一 的 . 例如 ,在 Ri 中 , 若 V 表示 x = 二 (1, 0, 0) 与 
x; 一 (1，1，1) 所 生成 的 子 空间 ; V: 表示 yy = (0，0，1) 与 
ys 一 (3，1，2) 所 生成 的 子 空间 . 则 其 和 Vi 十 V; 中 的 零 癌 量 0， 
一 方面 可 表示 为 0 二 0 十 0, 即 Vi 中 的 零 向 量 与 VY; 中 的 零 癌 量 之 
和 , 另 一 方面 , 零 问 量 又 可 表示 为 
0 = (2x1 二 XxX) — (yy) 
这 就 说 明 零 向 量 的 表示 法 不 唯一 . 针对 这 种 现象 , 作 如 下 定义 . 
定义 1.9 ”如 果 Vi 十 V; 中 的 任 一 向 量 只 能 唯一 地 表示 为 子 
室 间 V; 的 一 个 向 量 与 子 空 间 V; 的 一 个 向 量 的 和 , 则 称 Vi 十 V: 为 
Vi 与 V; 的 直 和 或 直接 和 , 记 为 
Vi BV (或 VV 十 V;) 
定理 1.7 和 Vi 十 Vi 为 直 和 的 充 要 条 件 是 
Vi fi V: = L(0) 
证 ”充分 性 . 设 Vi 们 Vs 一 L(0), 对 z€ Vi 十 Vi, 奉 有 
z=x 二 x XK EV, Xx EV 
z= 二 Ty yy EVi, y EV, 
则 有 
(Xi CO— yi) 二 (x my) =0, XE Vi, x — yy: EV 
即 (CX1 — y1) 一 一 (xz —y2) EV (| V ， 
故 
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X1 一 太一 0，2 一 岂 一 0 
也 就 是 x = 太 ，x 一 y%. 于 是 zx 的 分 解 式 唯一 ,Vi 十 V; 为 直 和 . 

必要 性 . 假定 Vi 二 V。 为 直 和 ,求证 必 有 Vi 人 V; 一 工 (0). 
如 果 V 站 V2 不 为 零 空 间 , 则 在 Vi 站 Vs 中 至 少 有 一 向 量 x 关 (0. 
因为 V: 站 V: 是 线性 空间 ; 故 有 一 x EE Vi 站 YYV. 今 对 全 十 Vs 的 
零 向 量 既 有 0 = 0 二 0, 又 有 0 一 X 十 一 这 与 Vi 十 V， 是 直 和 
的 假定 矛盾 . 证 毕 

推论 1 设 Vi,V; 都 是 线性 空间 V 的 子 空间 , 令 U= Vi 十 
Vz, 则 U = Vi 四 Vi 的 充 要 条 件 为 

dimU = dim(V 十) = dimV, 十 dimV， 0 Py I 

证 由 公式 (1.1.17) 有 

dimU + dim(Vi fl V;) = dimV, 十 dimyV, 
由 定理 1.7 知 ,Vi 十 Vi 为 直 和 的 充 要 条 件 是 Vi 站 V, = 工 (0) ,这 
与 dm(Vi 们 V;) == 0 等 价 , 也 就 与 dimU = dimV， 十 dimV, 等 价 . 
证 毕 

推论 2 如 果 xi ,xs，…，, x 为 Vi 的 基 , yi, yz，…,y 为 V， 
的 基 , 且 Vi 十 V。 为 直 和 , 则 x ，x;， 为 
V1 由 V 的 基 . 

证 ”由 式 (1.1.18) 知 dim(Vi 儿 Vi) 一 R 十 1 而 2 ， X ，。， 
xi， 是 V 中 六 中 的 有 十 2 个 向 量 , 只 需 证 明 它 们 线 
性 无 关 即 可 . 设 一 组 数 C1 C29 Cr di, di;, **， dl 使 

cxX1 十 …… 十 cot 十 下 态 十 …… 十 do7 一 0 
则 有 
CI 十 人 十 cot 二 一 (人 页 十 … 十 中 ) € 
Vi ff V, 一 工 (0) 
即 
CI 十 …… 十 cot 一 0， 吧 六 十 … 十 dy 一 0 
故 cl 一 … 一 上 一 0，di 一 … 全- 丰 三 0, 也 就 是 xi ， X2 ，。。，X8 


ee RR 
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六 ，y2，"…,y 线性 无 关 . 证 毕 
子 空间 的 直 和 概念 可 以 推广 到 多 个 子 空 间 的 情形 : 议 V， 


(z 二 1, 2, …，,s) 是 线性 空间 V 的 子 空间 . 如 果 和 >,/V, 中 每 个 


回 量 x 的 分 解 式 x 一 Xl 十 … 十 X,;， x, E V, (1 = Ts 2» ”9 5s) 是 
唯一 的 , 则 称 该 和 为 直 和 , 记 为 Vi 申 V 由 … 由 V. 


习 题 1.1 


1. 设 S; CS: ,证 明 
Si 门 9 一 9， 9 U9: 一 
2. 判别 数 集 {a 十 5V2 | a, 5 € R} 是 否 形成 数 域 . 
3. 判别 下 列 集合 对 所 指 运算 是 否 构 成 及 上 的 线性 空间 : 
(1) 次 数 等 于 mm(m 1) 的 实 系数 多 项 式 的 集合 ,对 于 多 项 式 的 加 法 和 
数 与 多 项 式 的 乘法 ; 
(2) 实 对 称 矩 阵 的 集合 ,对 于 和 矩阵 的 加 法 和 实数 与 矩 阵 的 弱 法 ; 
(3) 平面 上 全 体 向 量 的 集合 , 对 于 通常 的 加 法 和 如 下 定义 的 数 乘 运算 
k.x= 0. 
4. 证 明 : 在 实 函数 空间 中 ,1,cos:t，cos2 是 线性 相关 的 . 
5. 求 习 题 3 之 (2) 中 线性 空间 的 维 数 与 基 . 
6. 求 Ra 中 向 量 x = 二 (3, 7, 1) 对 基 : xi 一 (1, 3, 5)，zo 二 (6, 3, 2)， 
xs 一 (3，1，0) 的 坐标 . 
7. 求 P, 中 向 量 1 十 :十 刀 对 基 :1, t 一 1，(t 一 2)(t 一 1) 的 坐标 . 
8. 设 线性 空间 Y: 中 两 个 基 ( 工 ): xi, xz， x3, xX; (CH): y1, yy3, yy 
满足 
X1 十 2xs 一 入 
X2 十 4xs 一 多 
站 十 2y2 一 33 
yz 十 2ya 一 Xa 
(1) 求 由 基 (I) 到 基 (CI) 的 过 渡 和 矩阵 C; 
(2) 求 向 量 x 一 2 凡 一 多 十 内 十 内 在 基 ( 工 ) 下 的 坐标 . 


. 26 : 和 矩阵 论 
一 一 
9. 在 R' 中 有 两 个 基 
Xl 一 el， X2 一 ez， X3og 一 ex 一 4 
n= (2,1,—1,1), y= (0,3,1,0) 
y= (5, 3, 2, 1), y= (6,6,1, 3) 
(1) 求 由 前 一 基 改 变 为 后 一 基 的 过 渡 矩 阵 ; 
(2) 求 向 量 x 一 (名 ， 名， 和 ，&) 对 后 一 基 的 坐标 ; 
(3) 求 对 两 个 基 有 相同 坐标 的 非 零 向 量 . 
10. 假定 x ， xz ，xs 是 Ri 的 一 个 基 , 试 求 由 
凡 一 2 一 xz 十 3x， yy = 2xi 十 3x; 十 2x;， 如 = 4xi 十 13xs 
生成 的 子 空间 L(y, ，ys，y) 的 基 . 
11. 求 R' 的 子 空间 
Vi= ((&,&, &, &) | 生 一 色 十 一 && 二 0) 
Vz = {(&, &,&, &) | 外 十 名 十 名 十 名 一 0)} 
的 交 站 Vz 的 基 . 
12. 给 定 R” 一 (4 一 (av )zxz | ay E R} ( 数 域 R 上 的 2 阶 实 方 阵 按 通 
常 矩阵 的 加 法 与 数 乘 矩 阵 构 成 的 线性 空间 的 子 集 
V=(4= 《ay )2x2 | au E RE a 十 as = 0} 
(1) 证 明 V 是 RX 的 子 空间 ; 
(2) 求 V 的 维 数 和 一 个 基 . 
13. 试 证 明 所 有 二 阶 和 矩 阵 之 集合 形成 的 实 线 性 空间 ,是 所 有 二 阶 实 对 称 
和 矩阵 之 集合 形成 的 子 空间 与 所 有 二 阶 反对 称 矩阵 之 集合 形成 的 子 空间 的 
直 和 . 


$1.2 线性 变换 及 其 矩阵 


线性 空间 是 某 类 客观 事物 从 量 的 方面 的 一 个 抽象 ,而 线性 恋 
换 则 研究 线性 空间 中 元 素 之 间 的 最 基本 联系 . 本 节 介 绍 线性 恋 换 
的 基本 概念 ,并 讨论 它 与 矩阵 之 间 的 联系 . 


一 、 线 性 变换 及 其 运算 
根据 $ 1. 1 的 论述 ,线性 空间 V 到 自身 的 一 种 映射 就 是 V 的 


Re 了 
[i Oe ep Ee 2 Te he eT ee 
gs CDS Tt TB TERT oe et dg WA i 
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一 个 变换 . 

定义 1.10 设立 是 数 域 K 上 的 线性 空间 , 工 是 Y 到 自身 的 一 
个 映射 ,使 对 任意 向 量 x E V, V 中 都 有 唯一 的 向 量 》 与 之 对 应 ， 
则 称 工 是 V 的 一 个 变换 或 算 子 , 记 为 

Tx=y 

称 y 为 x 在 TT 下 的 象 , 而 x 是 y 的 原 象 (或 象 源 ). 

例如 ,平面 上 所 有 起 点 在 原点 的 向 量 的 集合 ,形成 实 二 维 线性 
空间 R’. 在 R? 中 绕 原点 的 旋转 就 是 R' 的 一 个 变换 . 

定义 1. 10 中 的 变换 记号 工 , 类 似 于 数学 分 析 中 的 函数 记号 . 
不 过 在 那里 是 数 ( 或 纯 ) 量 函 数 , 而 这 里 则 是 向 量 函 数 . 如 条 
定义 1.10 中 的 向 量 x 是 一 维 向 量 , 则 数学 分 析 中 的 线性 函数 
y 二 F(x) 二 kx 给 出 了 R 的 一 个 变换 . 采用 定义 1. 10 中 的 记 法 ， 
就 可 以 把 它 写成 


y= Fx = kx 
定义 1.11 如 果 数 域 K 上 的 线性 空间 V 的 一 个 变换 工具 有 
下 列 性 质 : 
TCR 十 1y) = Ek(Tx) (Ty) (1. 2. 1) 


其 中 ,x, y EV, ,LE K. 则 称 工 为 V 的 一 个 线性 变换 或 线性 
算 子 . 

式 (1.2.1) 所 表示 的 性 质 实 为 变换 工 对 向 量 的 线性 运算 是 封 
闭 的 . 因为 只 要 在 式 (1. 2. 1) 中 分 别 取 二 7 二 1 和 /二 0, 便 得 到 
T(x+y) = Tx 十 Ty 和 T(&x) = 二 &(Tx). 因此 ,有 的 作者 将 此 二 
式 作为 线性 变换 的 定义 . 

例 1.10 ”把 线性 空间 R? 的 所 有 向 量 均 绕 原 点 依 顺 (或 道 ) 时 
针 方 向 旋转 0 角 的 变换 ,就 是 一 个 线性 变换 . 这 时 象 (m，%%) 与 原 
象 (& ,名 ) 之 间 的 关系 是 


[= | COSO | 辣 
772 |L 一 smb cosbJ L& 
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例 1.11 在 线性 空间 P, 中 , 求 微分 是 其 一 个 线性 变换 ,这 里 
用 DC(31.1 中 曾 用 -o) 表示 , 即 
Df(t) = f(t (Vf) €P,) 
事实 上 ,对 任意 的 f(z), g(t) E P, 及 ED ER, 有 
D(Rf (2) + lg(t)) = (kf) + 1g(t)) = 
&F (2) + lg (zt) = 
EkCDf (7)) 十 2CDg (t)) 
例 1.12 定义 在 闲 区 间 [a, 5] 上 的 所 有 实 连续 函数 的 集合 
Cla, 6b) 构成 R 上 的 一 个 线性 空间 . 在 C(a, 5) 上 定义 变换 J, 即 


If)) = | fdu CV FD EC 


则 本 是 Cla, 5) 的 一 个 线性 变换 . 
事实 上 ,因为 有 


Ee a es | Gf 0 yD 


#| fC du tl] gC)du 


R(Tf (ED) 十 2CJg (z)) 

例 1. 11 和 例 1. 12 表明 ,作为 数学 分 析 的 两 个 运算 一 一 微分 
和 积分 , 从 变换 (或 算 子 ) 的 角度 来 看 都 是 线性 变换 (或 线性 算 
子 ). 可 见 , 线 性 变换 在 理论 与 应 用 中 是 多 么 广泛 . 

下 面 讨 论 线 性 变换 的 简单 性 质 . 

根据 线性 变换 的 定义 1.11, 有 To = T(0x) = 0(Tx) = 0， 
IT 一 x) 一 工 (一 1)xz) = (一 1)Tx = 一 Tx. 这 就 表明 ,线性 变换 把 
线性 空间 的 零 向 量变 为 零 向 量 ; 把 向 量 x 的 负 向 量 一 x 变 为 x 的 象 
Tx 的 负 向 量 一 Tx. 又 线性 变换 把 线性 相关 的 向 量 组 仍 变 为 线性 
相关 的 向 量 组 , 即 若 

Rx 十 kpxs 十 … 十 kx 二 0 

其 中 ,k,(1 二 1，2,，…，,s) 不 全 为 零 , 则 有 
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ki(CTx1) hk (Tx2)t + k(Tx,) = TO0=0 

但 要 注意 ,线性 变换 可 能 把 线性 无 关 的 向 量 组 变 为 线性 相关 的 向 
量 组 . 如 零 变 换 To( 定 义 稍 后 给 出 ) 就 是 这 样 . 

现在 介绍 与 矩阵 4 的 值 域 RC(4) 和 核 空间 NC(4) 相 联系 的 所 
谓 线性 变换 的 值 域 和 核 的 概念 . 

定义 1.12 设 工 是 线性 空间 V 的 线性 变换 ,V 中 所 有 向 量 的 
象形 成 的 集合 , 称 为 工 的 值 域 ,用 RCIT) 表示 , 即 

R(T) = {Tx | xEV) 
V 中 所 有 被 工 变 为 零 向 量 的 原 象 构 成 的 集合 , 称 为 工 的 核 , 用 
N(T) 表示 , 即 
NT)= {x|Tr=0,xE€EV) 

定理 1.8 线性 空间 V 的 线性 变换 工 的 值 域 和 核 都 是 V 的 线 
性 子 空间 . 

证 ”因为 V 非 空 ,所 以 RCT) 亦 非 空 . 同时 还 有 

Tx++ y= T(x+y), k(Tx) = T(Ex) 

即 下 CT) 对 于 线性 运算 是 封闭 的 ,从 而 RCT) 是 V 的 线性 子 空间 ， 
也 称 为 工 的 象 子 空 间 . 

由 Tx 二 0, Ty = 二 0, 可 得 

T(x+y)=0, T(Ekx)=0 

即 NC(T) 对 于 线性 运算 是 封闭 的 ,因为 工 (0) 一 0, 故 0E NC(7T)， 
即 NC(T) 非 空 . 这 就 表明 NCT) 是 V 的 线性 子 空间 ,也 称 为 工 的 
核子 空间 . 证 毕 

例如 ,在 线性 空间 P, 中 , 令 DC(f(z)) = 了 (2), 则 线性 变换 DD 
的 值 域 是 P,_1 ,D 的 核 就 是 子 空间 R. 

定义 1.13 人 象 子 空间 的 维 数 dimR(T) 称 为 T 的 秩 ; 核 子 空间 
的 维 数 dimN(T) 称 为 工 的 亏 ( 或 零度 ). 

后 面 将 会 看 到 ,线性 变换 的 秩 与 志和 $1. 1 所 论述 的 矩阵 的 
秩 与 零度 ,在 一 定 条 件 下 有 相同 的 数量 关系 . 
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例 1.13 设 线性 空间 Vr" 的 一 个 基 为 x1, xi，…, x,, 了 是 V" 
中 的 线性 变换 , 则 R(T) = L(Txi, Tx;,…，Tx,). 
证 ”对 任意 y € R(T), 存在 x E€ VY, 使 得 y= 二 Tx. 由 于 
X= CX TT Cry TT CX 
所 以 
y= ci(Txi)+es (Txs) tc (Tx,) EE LCTxi, Txs, ***, Tx,) 
即 RCT) CLTx, Txs, ., Tx,). 
XTx, €E R(T)Gi = 1,2, ,7n), 所 以 L(Txi, Tx,, *…， 
Tx,) CC R(T). 因此 ,R(T) = L(Txi, Tx;, ,Tx,). 
例 1.14 设 x=(& ,名 , 名, 色 ) €E R’, 试 证 明 
T(& ,6&, 6,&) 一 (和 十 名 一 35 一 总， 
36 一 名 一 3 十 46 ，0,0) 
是 及 的 线性 变换 ,并 求 工 的 秩 与 亏 . 
解 ”本 是 R’ 的 线性 变换 是 容易 验证 的 , 留 给 读者 . 取 习 的 基 
为 el ，ez ，eas ，e4， 并 计算 

Tel = (1, 3, 0, 0),， Te; = (1,—1,0, 0) 

Te 一 (一 3, 一 3，0,， 0)， Te,=(—1,4,0,0) 
因为 向 量 组 Te ，Te; ，Te;, ，Te 的 秩 为 2, 所 以 dimL(Tel ，Te，， 
Te3，Te,) 一 2. 根据 例 1. 13 可 得 dmR(T) = 一 2, 即 工 的 秩 为 2. 

设 xE NT), 则 有 Tx == 0, 于 是 
十 名 一 3& 一色 = 二 0 
3 在 一 色 一 3& 十 4& = 二 0 
可 见 , 工 的 核子 空间 就 是 上 述 齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 . 由 于 该 
方程 组 的 系数 矩阵 的 秩 为 2, 所 以 基础 解 系 含有 4 一 2 二 2 个 解 向 
量 , 故 工 的 亏 为 2. 
为 了 讨论 线性 变换 的 运算 , 先 引 入 单位 变换 和 零 变换 的 
把 线性 空间 V 的 任 一 向 量 都 变 为 其 自身 的 变换 是 一 个 线性 变 
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换 ( 读 者 自己 验证 ) , 称 为 单位 变换 或 恒 等 变换 , 记 为 T., 于 是 有 
Tx=x (VxEV) C2:2) 
把 线性 空间 V 中 的 任 一 向 量 都 变 为 零 向 量 的 变换 也 是 一 个 线 
性 变换 (验证 留 给 读者 ), 称 为 零 变换 , 记 为 To ,于 是 有 
Tox=0 (VxEV) (T3253) 
如 果 T;，T; 是 V 的 两 个 变换 , 且 对 任意 向 量 x EV, 都 有 
Tix 二 Tx, 那么 就 称 Ti 与 T; 相等 , 记 为 
T= TT, (1. 2. 4) 
对 于 线性 空间 的 线性 变换 ,定义 它们 的 几 种 运算 如 下 : 
1. 加 法 
设 T, T; 是 线性 空间 V 的 两 个 线性 变换 , 定义 它们 的 和 
十 Ti 为 
(Tl 二 +T)x = Tix+ Tx (VYxEV) 
下 面 证 明 ,线性 变换 五 与 T; 的 和 五 十 于 仍 是 V 的 线性 变 
换 . 事实 上 ,对 任意 x，yEYV,A, 1 E 开 ,由 定义 1.11 有 
(Ti 十 To)(CR 十 1i) 一 Te 十) 十 TCR 十 彤 ) 一 
ECTix) + Ty) + RCT Xx) Ty) 一 
kCTix+ Tx) iTiy+ Ty) = 
kCT + Ta)xt (T+ I)y 
这 就 表明 Ti 十 T 是 V 的 线性 变换 . 
线性 变换 工 的 负 变 换 一 荆 定义 为 
(— T)x=— (Tx) (Vx EV) 
容易 验证 负 变 换 也 是 线性 变换 . 而 线性 变换 的 加 法 具有 下 列 请 
性 质 . 
(1) 1 十 T = T+; 
(2) (TD 十 TT) 十 T= TT 十 (T+ Ts); 
(3) T+ T, = TT,; 
CE DE 
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2. 线性 变换 与 数 的 乘法 

议 &E 天 ,了 为 线性 空间 V 中 的 线性 变换 ,定义 数 & 与 工 的 乘 
积 AT 为 

(kT)x= ECTx) (VYxEV) 

容易 验证 kT 也 是 线性 变换 , 且 具 有 下 列 诸 性 质 : 

(1) RCITi + TT,) = kT + kT,; 

(2) (k++ DT= ET+IT; 

(3) (RL)T = kT); 

(4)1T=T. 

由 线性 变换 的 加 法 和 线性 变换 与 数 的 乘法 (二 者 合 称 为 线性 
变换 的 线性 运算 ) 及 其 性 质 可 以 看 出 ,线性 空间 V 的 所 有 线性 变 
换 的 集合 ,在 所 论 的 线性 运算 下 ,形成 一 个 新 的 线性 空间 , 常 以 
Hom(V , V) 表示 之 

设 二 ,Ti 是 线性 空间 V 的 两 个 线性 变换 ,定义 全 与 T 的 乘 
积 TT 为 

(Ti x= Ti(Tsx) (Vx EV) 
即 TT。 是 先 施 行 T; ,然后 施行 五 的 变换 . 容易 验证 Ti Ts 也 是 
V 的 线性 变换 . 这 是 因为 有 
(Ti1T) (kx tly) 一 Ti(T(CRr 十 凡 )) = 
Ti(k(T,x) + (Ty)) = 
RCITICT2X)) + TI (Ty)) = 
k(TITi)x + LT To)y 
这 就 证 明了 TT 是 线性 变换 . 不 仅 如 此 ,线性 变换 的 乘法 还 具有 
以 下 诸 性 质 ， 
《Ji 了 2) 了 Ts = Ti(CT2 了 Ta) 
TEs 了 3 ) = Ti1; 十 了 了 
(Ti 十 TI)Ts = TT 十 工 工 3 
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需要 强调 的 是 ,线性 变换 的 乘法 与 矩阵 的 乘法 一 样 ,一 般 不 满 
足 交 换 律 . 例如 在 R* 中 ,T 表示 绕 原 点 作 x/2 的 逆 时 针 方 向 旋转 
的 变换 ;Ts 表示 把 向 量 在 横 坐 标 轴 上 的 投影 . 取 直 角 坐 标 系 , 则 
对 横 轴 上 的 单位 向 量 ee 和 纵 轴 上 的 单位 向 量 ee ,有 

(TT2)e 一 Ti(T2el) 一 Tiel 王 es 
(T;,Ti)e = T,(Te) = Tes =0 
(TiT,s)e; = Ti(Tep) = TO0=0 
(T,T)e, = Ts(Ties) 一 了 2?( 一 el) 一 一 el 
显 见 有 Ts 关 T,T. 但 对 于 单位 变换 T, 却 有 


了 (1. 2. 5) 
可 见 ,T. 在 线性 变换 的 乘法 中 ,有 着 数 1 在 数 的 乘法 和 单位 矩阵 
在 矩阵 乘法 中 类 似 的 性 质 ， 


4. 和 进 变 换 
同 逆 矩阵 的 概念 类 似 , 若 工 是 V 的 线性 变换 , 且 存 在 线性 变换 
S, 使 
(ST)x= (TS)x=x (VY ETV) 
成 立 , 则 称 S$ 是 了 工 的 逆 变 换 , 记 为 S= 工 一 . 且 有 
FB (1. 2.6) 
道 变换 的 意义 在 于 TT 把 x 变 为 Tx ,而 TT"1 又 把 Tx 还 原 到 x. 
须要 指出 ,一 个 线性 变换 存在 逆 变 换 的 充 要 条 件 为 是 一 对 一 的 
变换 . 有 道 变换 的 线性 变换 称 为 可 道 的 线性 变换 . 可 以 证 明 , 线 
性 变换 的 道 变 换 也 是 线性 变换 . 
5. 线性 变换 的 多 项 式 
设 n 是正 整 数 ,T 是 线性 空间 V 的 线性 变换 . 定义 工 的 天 次 
帮 为 
T=T™T (n=2,3,.%) 
定义 T 的 零 次 星 为 
To (1. 2. 7) 
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于 是 可 以 建立 线性 变换 的 指数 法 则 


下 人 (1. 2. 8) 
其 中 ,m, n € No. 当代 是 可 首 变 换 时 ,定义 的 负 整 数 次 窒 为 
T = (TT) (nE€ No) (1. 2. 9) 


这 样 就 把 指数 法 则 式 (1. 2. 8) 推广 到 负 整 数 次 敌 的 情形 . 

设 Fi = 二 at 十 qf”! 十 … 十 amit 十 am 是 纯 量 1 的 m 次 多 
项 式 ,T 是 V 的 一 个 线性 变换 , 则 由 线性 变换 的 运算 可 知 

FI) 一 ao 十 aiT 十 … 十 Ga 1T 二 a,T., (]1. 2. 10) 
也 是 V 的 一 个 线性 变换 , 称 其 为 线性 变换 人 的 多 项 式 . 

不 难 证 明 , 如 果 有 

h(t) = f(Dglt), p(t) = f(D + gE) 
其 中 f(z:)，g(2) 均 是 多 项 式 , 则 有 
h(T)= f(T)g(T), p(T) = f(T)+g(T) 
特别 有 
f(T)g(T) = g(T)fF(T) 

这 就 是 说 ,同一 线性 变换 的 多 项 式 相 胰 是 可 交换 的 . 


二 、 线 性 变换 的 矩阵 表示 


有 限 维 线性 空间 的 向 量 可 以 用 坐标 表示 出 来 ,更 进一步 ,这 里 
将 通过 坐标 把 线性 变换 用 和 矩阵 表示 出 来 ,从 而 可 把 比较 抽象 的 线 
性 变换 转化 为 具体 的 矩阵 来 处 理 . 

根据 线性 变换 的 定义 ,要 确定 一 个 线性 变换 工 , 乍 看 起 来 , 似 
乎 需要 把 线性 空间 立 中 所 有 向 量 在 工 下 的 象 全 部 找 出 来 才 行 . 事 
实 上 ,不 必 如 此 . 因为 是 线性 变换 ,而 V 中 任 一 向 量 都 可 由 基 向 
量 唯 一 线性 表示 ,所 以 只 要 能 够 确定 出 V 的 基 向 量 的 象 , 则 V 中 任 
一 向 量 的 象 也 就 完全 确定 了 . 

设 工 是 线性 空间 W" 的 线性 变换 ,x EV”, 且 xi, xi,，…, x, 是 
V” 的 一 个 基 , 则 有 
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X 一 QiXI 十 azXa 十 十 CoXn 
Tx 一 ai(Txi) 十 az(Txas) 十 …… 十 CoCTXn) 
这 表明 ,V" 中 任 一 向 量 x 的 象 由 基 象 组 Txzl，Txzs，…，Tx, 唯一 
确定 . 因为 基 象 组 仍 属于 V", 故 可 令 
Tx]1 = auxXi aas 十 十 ColXn 
Tx, ClsXi Azo Xs 二 ""* 十 CoXn po 


Tx, = anXi 十 azXa 十 … 十 CanXn 


即 
了 
J 了 一 ] 
采用 矩阵 的 形式 运算 规则 , 式 (1. 2. 11) 可 表示 为 
T(x1, Xs» 0 ) = (Txi, Txs, '**, Tx,) 一 
(Xi » 2 9 “**， x,)A (1. 2. 12) 

其 中 

U1l 412 Ql 

C21 G22 U2n 

A = a 
Qnl Un2 2 Cm 


矩阵 4 的 第 1 列 恰 是 Tx, 的 坐标 (: 二 1，2，…，70). 

定义 1.14 式 (1.2.12) 中 的 矩阵 4 称 为 在 VV 的 基 x1 ,xi， 
…，xn 下 的 矩阵 ,简称 4 为 了 的 和 矩阵 . 

由 式 (1. 2. 11) 或 式 (1. 2. 12) 可 见 , 对 于 Vr 的 一 个 线性 变换 ， 
可 以 确定 一 个 nn 阶 矩 阵 ; 反 之 ,对 于 一 个 nn 阶 和 矩阵 和 A, 由 式 (1. 2. 11) 
或 式 (1. 2. 12) 就 能 得 到 nn 个 向 量 . 可 以 证 明 中 ,以 这 nn 个 向 量 为 
基 象 组 的 线性 变换 工 只 有 唯一 的 一 个 . 因此 ,对 于 任意 半 阶 矩阵 
4 ,存在 唯一 的 一 个 线性 变换 T. 这 样 一 来 ,线性 变换 就 可 以 用 矩 
阵 来 表示 了 . 


。36 。 算 阵 论 


因为 对 于 线性 空间 V" 的 一 个 基 x1 ，xs ，…，x,， 有 
Tox, = 0=0x 二 Ox 十 二 0x (4 二 1,，2, ,nn) 
和 
Tx1 = x = lx + 0x, 十 十 0x， 
Tx2 = x, = 0xi 十 1x2 十 … 十 0x, 


Tx, = x, = 0xi 十 0xs 十 … 十 1x， 
所 以 从 变换 T。 的 矩阵 是 零 矩 阵 O; 而 单位 变换 T, 的 矩阵 是 单位 矩 
阵 工 使 线性 空间 六 的 任 一 向 量 x 与 mx Cm 是 固定 数 ) 对 应 的 变换 
TI 是 线性 变换 , 称 为 数 乘 变 换 . 因为 
Tx1 = mxi = mx Oxz 十 十 0x， 
Taxs = mxs 一 0xi 二 mxs 十 … 十 0x, 


TX» = mx = Oxi 十 0xs 二 二 mx, 


所 以 数 习 变换 的 矩阵 为 
m 0 ': 0 
0 mm 
= ml (1 2,13) 
0 0 


通常 称 和 矩阵 (1. 2. 13) 为 数量 和 矩阵 . 

由 数 乘 变 换 的 定义 可 知 , 当 mm 分别 取 数 0 和 1 时 ,分 别 可 得 T。 
和 了. 的 和 矩阵 是 笠 和 矩阵 O 和 单位 矩阵 工 即 这 两 个 矩阵 都 是 数量 矩 
阵 的 特例 . 

例 1.15 在 ”十 1 维 线性 空间 P, 中 , 若 分 别 取 ?十 1 个 向 量 
(此 处 是 多 项 式 ) 


2 
folt) =1, fi() = t, fl) = 有 7， ,f(t) = 
和 
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fol) =1, F160) = flt) = #0 falt) = 
则 不 难 验 证 它们 都 各 自 线 性 无 关 , 且 P; 的 任 一 向 量 都 可 由 它们 线 
性 表示 , 即 它们 各 自 是 P, 的 基 . 令 工 是 求 导数 的 线性 变换 , 求 
分 别 在 这 两 个 基 下 的 矩阵 . 
解 ”因为 前 一 基 的 基 象 组 的 表达 式 为 

Tfolt) = 0= 0f0C0) +0f + + Of (t+ 0f, 2) 

TA 二 O00 fa (2) + 0f, (1) 

Tf;(t) = t=0f00@)+ f+ Of (t+ 0f,(t) 


TH = TT Of +O CD tt fr CD + Of 
所 以 工 在 该 基 下 的 矩阵 是 
0 ] 0 ，…%…， 0 0 
0 0 1 0 0 
A= ; 
0 0 0 0 1 
0 0 0 “ 0 0 
同样 可 得 工 在 后 一 基 下 的 矩阵 是 
0 1 0 +::» 0 0 
0 0 2 0 0 
i 
0 0 0 … 0 n 
0 0 0 … 0 0 


在 $1. 1 中 已 经 知道 ,同一 个 向 量 在 不 同 基 下 的 坐标 一 般 不 
相同 ;而 例 1. 15 表明 同一 个 线性 变换 在 不 同 基 下 的 矩阵 一 般 亦 不 
相同 . 换言之 ,向 量 的 坐标 与 线性 变换 的 矩阵 均 随 线性 空间 的 基 
改变 而 改变 . 前 一 事实 已 讨论 清楚 ,后 一 事实 留 符 稍 后 讨论 . 

例 1.16 设 A 是 线性 空间 VV" 的 线性 变换 工 的 矩阵 , 则 


“ 384 起 阵 论 


dmR(T) = dimR(A), dimN(T) = dimN(A) 

证 设 V" 的 基 为 x1, xs,，…, x,. 若 dimR(4) = 二 r, 则 A 的 
列 向 量 组 的 最 大 无 关 组 由 4 的 ~ 个 列 向 量 构成 . 由 式 (1. 2. 12) 知 ， 
Txzi，Txs，…，Tx，, 的 最 大 无 关 组 由 其 中 的 > 个 向 量 构成 ,再 由 
例 1, 13 可 得 

dimR(T) = dmILCTx，Tr，…，Tx ) 一 

以 上 推导 步 步 可 逆 , 于 是 可 得 :车 dimR(T) = ~, 则 dimR(C4) = 
因此 dimR(T) = dimR(A). 

设 dmN(C4) 一 5 当 一 0 时 ,显然 有 dimN(T) 宇 ;; 而 当 
5 天 0 时 ,又 设 N(4) 的 一 个 基 为 x, x;,…, Xx,( 列 向 量 ), 记 人 
(xX1, Xz ,XA)X, (= 1, 2.…, s). 由 

Ty, 一 (xi，xz wx)4r ,一 0 

知 闷 E N(T). 再 由 xi，, xs,…, x 线性 无 关 , 可 得 yl ， ys ,…，y, 线 
性 无 关 , 因 此 dmNCT) 宇 ;= dmNCA)， 

反之 , 若 设 dimN(T) = 则 当 s = 0 时 ,显然 有 dimNN(4) 之 
s; 而 当 5 天 0 时 ,又 设 NT) 的 一 个 基 为 1，J2y y 它 们 在 了 
的 基 下 的 坐标 依次 为 zi ， xs ,…，x,( 列 向 量 ). 由 Ty, = 0, 可 得 

(Co Xz ,xX)Ax, 一 0 或 Ax,= 二 0 

即 x, € N(A). 再 由 y1， yi,，*…， y; 线性 无 关 , 可 得 x1 ， x,， 0 
线性 无 关 , 因 此 dimN(4) = dimNCT). 

综 上 所 述 , 便 得 dimN(T) = dimN(CA). 

根据 式 (1. 1. 15) 和 例 1. 16 的 结果 ,可 以 得 到 

dimR(T)+dimN(T)=n (1. 2. 14) 

线性 空间 的 基 给 定 后 ,线性 变换 可 以 用 矩阵 来 表达 . 于 是 自 
然 提出 这 样 的 问题 ， 已 知 V” 的 线性 变换 T 和 了 在 其 基 党 1 。， X2， 
…，xs 下 的 矩阵 依次 是 4 一 (ay ) 和 B= (6,), 那 么 Ti) 十 TT, kT， 
以 及 TT 在 所 论 基 下 的 矩阵 各 是 什么 ?关于 这 个 问题 可 用 下 面 
的 定理 回答 . 
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定理 1.9 设 x，xs，"…，x; 是 数 域 K 上 的 线性 空间 Y" 的 一 
个 基 , 线 性 变换 Ti ，Ts 在 该 基 下 按 式 (1. 2. 12) 依次 有 nn 阶 答 阵 4， 
B. 则 有 绪论 : 
(1) (Ti 十 T)(xz，x，…，xXn) 一 
(X1, X2, ***， x,)( 和 A 二 B); 
(2) CRT) CX, Ks ,Xa) = (Xl, Kes", Xr) kA); 
(3) CTiTs) xi, Kas, Xa) 一 (zx ， Xa) AB; 
(4) Tx Ka 2) = CX1s Kes "Xa)A 
证 ”因为 
Tx, Xs rs Xs) 一 (XI ，X2， Xi) A 
Ti (xz Xa rs Xs) = CX1, Ke, or) 有 
所 以 
(TT 
Ti (x1, X2, ***, Xa) Ts (XI, Xz *"*， xX,) 一 
(X1, X2» "**， 2 十 (XI，X2， x.)B 一 
(x1, Xs， Xa) (A 二 B) 
(RT ) (X11, Xs, Xr) 一 
ECT Cxi, 2， Xa)) 一 有 XI，X， Xn)A = 
(x1, Xa ***, Xa) CkA) 
(TTs) (x1, Xs, ***, Xa) = 
T, (Ts(x1, Xa, Xa)) = Ti((X1, Xe, *"', x,)B) = 
Ti (xi, Xr, Xa)B = (xX, Xs “*, x.)AB 
上 面 诸 式 证 明了 Tj 二 TT:， TiT 及 kT 在 基 xxi ，xa ，…， xa 下 
的 矩阵 依次 是 4 十 B,4B 及 kA. 为 了 证 明 结 论 (4) , 设 荆 的 逆 变 换 
是 Tz ,于 是 有 
Ti,T; = T,Ti= 1, 
则 由 结论 (3) 有 
AB = BA=I 


“0 息 阵 论 
一 一 -一 一- 


即 荆 的 逆 变 换 在 所 给 基 下 的 矩阵 是 B 二 4- 证 毕 

推论 设 f(z) 一 0o 太 十 ai 所 十 … 十 ait 十 Ca， 是 纯 量 1 的 
多 项 式 , 了 为 线性 空间 V" 的 线性 变换 ,有 目 对 VV 的 基 xi， xi ，…， x。 
有 T(x zy， ao) 一 (x1， Ks，…，x,)A， 则 Vr 的 线性 变换 
f(T) 在 所 论 基 下 的 矩阵 是 

J 4) 一 cao4" 十 ai4 十 … 十 ac ,A 二 a,l (Li2, 15) 

把 矩阵 (1. 2. 15) 称 为 方 阵 4 的 多 项 式 . 它 在 以 后 的 理论 研究 
中 占有 重要 地 位 . 

定理 1. 10 设 线 性 变换 工 在 线性 空间 VV” 的 基 xi ”区 2 9 “9 其 
下 的 矩阵 是 4 一 (a,), 向 量 x 在 该 基 下 的 坐标 是 (& ，&, ，…， 
名 ) , 则 Tx 在 该 基 下 的 坐标 ( 思 ， 思 ，…， 思 )7 可 按 公 式 


从 6 
| 一 4|” (1. 2. 16) 
Yn 6 
来 计算 . 
证 ”由 假设 有 
名 
X= (Xl, Xs, ,Xx,) 
é, 
而 
6 
名 


Tx 一 了 (xi ， 2 9 ”9 XxX, ) = 
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| 
人 
ch 
另 一 方面 有 
从 
TE 网 
?fn 
由 于 X11, X20, 党 n 线性 无 关 , 故 得 式 (1. 2. 16). 证 毕 


利用 式 (1. 2. 16) ,可 以 直接 由 线性 变换 的 矩阵 4, 来 计算 一 个 
向 量 x 的 象 Tx 的 坐标 . 

为 了 利用 和 矩阵 研究 线性 变换 ,有 必要 和 弄 清楚 线性 变换 的 矩阵 
是 怎样 随 基 的 改变 而 改变 的 ,从 而 建立 矩阵 相似 的 概念 . 先 证 明 
下 面 的 定理 . 

定理 1.11 设 线性 空间 Vr" 的 线性 变换 TT, 对 于 Vr" 的 两 个 基 
Xi, X22» ,Xa 和 yl, y2， ~， y, 的 矩阵 依次 是 A 和 B, 并 且 

(JJ ， yn) = (XI, Xs °°, Xa)C 


那么 
B=C "AC (1. 2. 17) 
证 ”根据 假设 有 
T(x1, X2s ,Xa) = (XI ，X2， Xn)A 
TOy1, yas 7, a) = Cy1s y2, ,ya)B 
由 于 


Ty ys ,ya) = TxX1, Xe, Xn)C 一 
(Ce Xa rs Xa)AC = (ys yo, ,aC AC 
所 以 B= CA4C. 证 毕 
譬如 ,在 例 1.15 中 ,因为 有 
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Cfolt), Fi, oe, fl2)) = Cfo), ft), fC 
其 中 


0 0 0 
0 0 0 
C=10 0 2! 0 
9 @ 为 n! 
直接 计算 可 得 
1 
0 
C 一 4C 一 : : 
0 0 0 … nn 
0 0 0 … 0 


这 是 求 导数 的 线性 变换 在 P, 的 基 f oC2)，, fi(4)，…，, 了, (1) 
下 的 和 矩阵. 

式 (1. 2. 17) 给 出 的 两 个 矩阵 和 A 和 B 之 间 的 关系 ,在 矩阵 论 中 
将 起 极其 重要 的 作用 . 对 此 引入 下 面 的 定义 . 

定义 1.15 设 A,B 为 数 域 K 上 的 两 个 n 阶 和 矩阵 ,如 果 存 在 
上 的 nn 阶 非 奇异 和 矩阵 P, 使 得 B =P -1AP, 则 称 A 相似 于 B, 记 为 
入 一 天. 

按 此 和 定义 ,线性 变换 在 不 同 基 下 的 矩阵 是 相似 的 ;反之 ,如 果 
两 个 矩阵 相似 ,那么 它们 可 以 看 成 同一 个 线性 变换 在 两 个 不 同 基 
下 的 和 矩阵. 

相似 和 矩阵 有 以 下 三 个 基本 性 质 ， 

反 身 性 : 4 ~ 4. 

对 称 性 : 如 果 4 一 如 ,那么 下 一 人 4， 

传递 性 : 如 果 4 一 了 ,了 一 C, 那么 4 一 C 
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事实 上 ,因为 4 = 大 4T, 所 以 4 一 4. 又 若 召 一 王 4P，, 令 
QO=P ; 便 有 4 一 PBP = Q BC , 故 B~A. 至 于 传递 性 的 证 
明 , 留 给 读者 完成 . 

上 面相 似 和 矩阵 的 三 个 性 质 表明 ,和 矩阵 的 相似 关系 为 一 等 价 关 
系 . 因而 太 上 的 一 切 n 阶 矩 阵 可 以 按 此 关系 分 成 许多 类 ,使 得 在 
同一 类 中 ,任意 两 个 矩阵 相似 ;而 不 在 同一 类 中 的 任意 两 个 矩阵 都 
不 相似 . 这 样 的 类 称 之 为 相似 类 . 

例 1.17 如 果 B 二 PP- 1AP, 且 f(z) 是 数 域 K 上 的 多 项 式 ， 
则 矩阵 多 项 式 f(B) 与 f(4) 之 间 有 关系 式 f(B) = Pf(4)P. 

证 ”对 于 正 整 数 &, 易 知 

B:=P AP 
令 f(t) = ao 绍 十 at 十 … 十 at 十 an* 则 有 
f(B) = aoBm" +aB”™! 十 … 十 al 加 十 anf 一 
ao(P 14" 有 ) 十 ali( 卫 一 4 一 卫 ) 十 … 十 
ami (PAP)+an(P IP) = 
了 了 -1(ca42 十 ah 十 … 十 an 十 ao 了 ) 王 一 
P -1 F(4)P 


三 、 特 征 值 与 特征 向 量 


现在 讨论 如 何 选择 线性 空间 的 基 , 使 线性 变换 在 该 基 下 的 短 
阵 形状 最 简单 的 问题 . 为 此 , 先 论述 线性 变换 的 特征 值 和 特征 问 
量 的 概念 . 它们 对 于 线性 变换 的 研究 ,起 着 十 分 重要 的 作用 . 

定义 1.16 设 工 是 数 域 K 上 的 线性 空间 7" 的 线性 变换 , 且 
对 开 中 某 一 数 Mo， 存 在 非 零 向 量 x E ,使 得 

Tx = Mox (1. 2. 18) 

成 立 , 则 称 和 为 工 的 特征 值 , x 为 的 属于 Xo 的 特征 向 量 . 

式 (1. 2. 18) 表明 ,在 几何 上 ,特征 向 量 x 的 方位 ,经 过 线性 变 
换 后 保持 不 变 . 
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又 由 线性 变换 的 定义 及 式 (1. 2. 18) 可 得 
了 (RE) = Ao (kx) 

该 式 表明 ,如果 * 是 了 的 属于 特征 值 M。 的 特征 向 量 ,那么 任 一 数 
k 关 0 与 x 的 乘积 kx 也 是 属于 4。 的 特征 向 量 . 因此 ,特征 向 量 不 
是 被 特征 值 唯一 确定 ;但 是 ,特征 值 却 被 特征 向 量 唯一 确定 . 这 是 
因为 一 个 特征 向 量 只 能 属于 一 个 特征 值 的 缘故 . 

设 ,xs，…， x 是 线性 空间 V" 的 基 ,线性 变换 了 在 该 基 下 
的 矩阵 是 4 二 (a, ). 令 j 是 芽 的 特征 值 ,属于 的 特征 向 量 x = 
外 十 色 Xz 十 十 名 X,, 则 由 式 (1.2.16) 知 Tx 及 Xx 的 坐标 分 
别 是 


了 3 
和 ， 
6 6, 
由 式 (1. 2. 18) 可 得 坐标 间 的 等 式 为 
3 和 
A > Sn (1. 2. 19) 
6 3 


上 式 说 明 特征 向 量 x 的 坐标 (&，&，…，&,)7 满足 齐 次 线性 方 
程 组 


(of 一 4 人)| |=0 (1. 2. 20) 


6 
由 于 X 尖 0, 因 此 上 所 不 全 为 零 , 即 方程 组 (1. 2. 20) 有 非 
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零 解 ,从 而 就 有 
Ao 一 a1l Ql Wi 一 dln 
, sg ho 一 CQ Qn 
det(lof 一 4) 一 CS "|=0 
ER 
(1.221) 


针对 式 (1. 2. 21) 所 表达 的 事实 , 作 如 下 的 定义 . 
定义 1.17 设 和 A 二 (a, )wxn 是 数 域 K 上 的 2 阶 和 矩阵,; 是 参 
数 ,4 的 特征 和 矩阵 iT 一 和 的 行列 式 


人 一 Gil ”CC12 2 ”Gin 
二 
et ea = A 2 22 了 
~ Qnl Qn2 ee A 一 Cam 
(2 22) 


称 为 矩阵 4 的 特征 多 项 式 , 它 是 K 上 的 一 个 n 次 多 项 式 , 记 为 
pCX)，gp(4) 的 根 (或 零点 )h。 称 为 4 的 特征 值 ( 根 ) ;而 相应 于 方程 
组 (1. 2. 20) 的 非 零 解 向 量 (&,，&，…, 6)' 称 为 4 的 属于 特征 值 
ho 的 特征 向 量 . 

以 上 分 析 表 明 ,如 果 jx 是 线性 变换 的 特征 值 ; 那 么 %。 必定 是 
和 矩阵 4 的 特征 多 项 式 p C4) = det(OF 一 4) 的 一 个 根 ;反之 ,如 果 久 
是 p(X) 在 数 域 K 中 的 一 个 根 , 即 有 Pp(ao) 二 det(hI 一 和 4) = 二 0, 那 
么 齐 次 线性 方程 组 (1. 2. 20) 就 有 非 零 解 . 于 是 非 零 向 量 

x 二 外 Xl 十 色 Xz 十 十 

就 满足 式 (1. 2. 18) ,从 而 j 是 芽 的 特征 值 ,x 是 T 的 属于 Xo 的 特征 
向 量 . 所 以 ,和 欲求 线性 变换 了 工 的 特征 值 和 特征 向 量 , 只 要 求 出 了 的 
和 矩阵 4 的 特征 值 和 特征 向 量 就 行 了 . 换言之 , 了 的 特征 值 与 4 的 
特征 值 相 一 致 ,而 人 的 特征 向 量 在 Vr” 的 基 下 的 坐标 ( 列 向 量 ) 与 A 
的 特征 向 量 相 一 致 . 因此 ,计算 特征 值 和 特征 向 量 的 步骤 如 下 : 
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第 一 步 : 取 定数 域 K 上 的 线性 空间 V” 的 一 个 基 , 写 出 线性 变 
换 全 在 该 基 下 的 矩阵 4. 

第 二 步 : 求 出 4 的 特征 多 项 式 p(X) 在 数 域 K 上 的 全 部 根 , 它 
们 就 是 工 的 全 部 特征 值 . 

第 三 步 : 把 求 得 的 特征 值 逐 个 代 和 人 方程 组 (1. 2. 20), 解 出 矩阵 
4 属于 每 个 特征 值 的 全 部 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

第 四 步 :以 4 的 属于 每 个 特征 值 的 特征 向 量 为 中 取 定 基 下 
的 坐标 , 即 得 了 的 相应 特征 向 量 . 

例 1.18 设 线性 变换 工 在 Vi 的 基 x ，xe，xas 下 的 矩阵 是 


过! 2 
2 1 


求 工 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
解 容 匈 算出 4 的 特征 多 项 式 是 
9p(4) = det(Af — A) = 
> i 2 
= Mh 
3 = 
因此 了 的 特征 值 是 1; = 一 1( 二 重 特征 值 ) 和 hz 一 5. 
特征 方程 QT 一 4)x = 0 的 一 个 基础 解 系 为 
(ls 0 1 yy (Ow Lr——1) 
TT 的 属于 的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 为 
yi 一 XI 一 Xa， yy XX 
工 的 属于 Ai 的 全 体 特征 向 量 为 
iy 十 ky (kl1,k: EE K, 不 同时 为 零 ) 
特征 方程 (tzI 一 4)x 三 0 的 一 个 基础 解 系 为 (1，1，1) ， 记 
ys 三 如 十 Xz 十 X3， 则 工 的 属于 A; 的 全 体 特征 问 量 为 
ks ya (Rs E K, 不 等 于 零 ) 


二 (1 十 1)2(A 一 5) 
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对 于 线性 空间 Vr” 的 线性 变换 工 的 任 一 特征 值 Mo, 工 的 属于 A。 
的 全 部 特征 向 量 , 再 添上 零 向 量 所 构成 的 集合 
一 人 TY 一 MozyE TV) (1. 2. 23) 
是 Vr 的 一 个 线性 子 空间 . 事实 上 , 设 x,，y E ws , 则 有 
Tx 一 MoxX， Ty= hy 
于 是 
T(x 十 y) 二 Tx 十 Ty 二 ho (x 十 3) 
T(kx) = k(Tx) 一 有 (CAoX) = No (kx) 
这 就 说 明 x 十 y 与 &x 均 属 于 V. 
定义 1.18 设 T 是 线性 空间 Vr” 的 线性 变换 ,Xo 是 工 的 一 个 
特征 值 , 称 V" 的 子 空间 V 为 的 属于 X。 的 特征 子 空间 . 
显然 ,dumV， 就 是 属于 ju 的 线性 无 关 特 征 向 量 的 最 大 数目 . 
例如 , 例 1. 18 的 线性 变换 有 两 个 特征 子 空 间 Vi: = 工 (7， 
ys),， Vs = L(ys), 而 征 dimV_, = 2，dimVs = 1. 
由 行列 式 的 展开 法 则 可 得 n 阶 和 矩阵 A = (av )wxs 的 特征 多 项 


5 
p(X) = detQf 一 4) = 
和 一 (a 十 4azz 十 … 十 an) 十 
… 十 (一 1)"detA 
如 果 A 有 nn 个 特征 值 X: Az， *** ,An, 则 由 上 式 知 
SN = Dlas, MNha'reNhs = detA (1. 2. 24) 
t 二 1 :三 1] 
引信 记号 
trA = > a, C122: .250) 
t+ 一 1 


称 为 矩阵 4 的 迹 或 追 迹 . 式 (1. 2. 24) 表明 ,和 矩阵 4 的 所 有 特征 值 
的 和 等 于 4 的 迹 , 而 4 的 全 体 特 征 值 的 积 等 于 det4. 
关于 和 矩阵 的 迹 有 以 下 结论 . 
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定理 1. 12 设 和 A= (ay )nxn, B = (DB, ) nxm， 则 tr(4B ) = 
tr(B4 ). 
证 令 AB 一 (WU 7) BA 3 DD 于 是 有 


n m 
UW 一 > GE 9 z 一 > bua,, 
£=]1 


tr(AB) = > 一 > Dob, ]= 


> [> mes Do = tr(BA) 证 毕 


定理 1. 13 相似 矩阵 有 相同 的 迹 - 
证 设 A4~B, 即 有 非 奇 异 和 矩阵 P, 使 B= 二 P14AP, 则 由 定理 
1. 12 可 得 : 
tr(B) = tr(P AP) = tr(APP™'!) = tr(A) 证 毕 
定理 1.14 相似 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 ,因此 也 有 相同 的 
特征 值 
证 设 如 一己 AP, 则 
det(CMT — B) = detQI 一 了 -4P) = det(P "1 — A)P) 一 
detP 1!.。 det(AI — A) . detP = 
det(AI — A) 证 毕 
定理 1. 14 表明 ,线性 变换 的 矩阵 的 特征 多 项 式 与 基 的 选择 无 
关 , 它 直接 被 线性 变换 所 决定 . 
定理 1.15 设 Al， A 和 A;，…, A 均 为 方 阵 ,A = diag(A,，, A,， 


“Aa), 则 detCQI 一 A) 一 TTaetaz 一 4,) ,其 中 I 表示 与 4, 同 
阶 的 单位 矩阵 . 
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pi — A 


Ml, — A, 
证 detQAI 一 和 A) 一 , 7 


[| detQl, 一 人) 证 毕 
z 一 ] 


定理 1. 36 (Sylvester) 设 AER™”, BER™”, 0 义 设 4B 的 

特征 多 项 式 为 pa (A)，B4 的 特征 多 项 式 为 pm (4) , 则 
"gas (A) = impm (A) (1. 2. 26) 
证 ”对 下 式 
I OO 了 了， A 1 ,一 4P 0O 
1 Ww | B 1 = 
I, 0O MA, A AT,, A 
be 1 | 村 .= | O 人 

取 行 列 式 ,可 得 式 (1. 2. 26). 证 毕 

为 了 证 明和 矩阵 论 中 极为 重要 的 Hamilton-Cayley 定理 , 先 建 
立 任意 阶 矩阵 与 三 角 和 矩阵 相似 的 理论 ,同时 ,这 个 理论 也 有 其 重 
要 的 理论 价值 . 

定理 1.17 任意 阶 矩 阵 与 三 角 和 矩阵 相似 . 

证 设 4 为 2 阶 矩 阵 , 它 的 特征 多 项 式 为 

p(X) = detOQE 一 4) = (0 一 2) 一 22) CAA) 

对 矩阵 的 阶 数 n 用 归纳 法 来 证 明之 . 

当 n = 二 1 时 ,定理 显然 成 立 . 假定 对 n 一 1 阶 和 矩阵 定理 成 立 , 为 
了 证 明定 理 对 nn 阶 和 矩 阵 也 成 立 , 设 x ，x:，…, x, 是 个 线性 无 关 
的 列 向 量 ( 不 一 定 全 是 特征 向 量 ) ,其 中 x 是 属于 4 的 特征 值 M; 的 
特征 向 量 , 即 4xi 二 和 Xi. 记 

卫 | = (x1, Xs, “**, x,) 


于 是 


。50 。 知 阵 论 


AP| = (Axi1, Axs, **, Ax,) 一 (Mx1, Ax,, ", Ax,) 
由 于 Ax, € C" ,所 以 4x, 可 由 C" 的 基 x1，x;，…, x, 唯一 地 线性 
表示 , 即 有 

Ax, 一 DiXi 十 pay 十 … 十 Dox。 (一 2，3，…，7) 


于 是 
4Pi 一 (MX ，4x，，…，4x,) = 
A! by Da 
(XI ，X2 ，…。，X，) 人 
0 be bm 
即 
A on 
P71 AP, 一 , 
: Al 
0 


根据 定理 1. 14, 可 设 n 一 1 阶 和 矩阵 41 的 特征 多 项 式 为 
p1(4) = detQAT — Ai) = (A— hs) mA AeA,) 
再 由 归纳 法 假定 ,有 


人 2 * 
CQ AI0 二 | 人 
人 An 


1 0 
P, =— | oJ P= PP, 


则 有 
PAP = (PP,) A(CP,P.,) =Pa(P 1T 4P, )P， 二 
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41 ,bi DY Di, Ai 关 see 关 
0 Az : 
pa Pp, = 
Al Ey 
0 An 
证 毕 


相似 的 三 角 和 矩阵 
解 ”容易 算出 4 有 三 重 特征 值 4, 而 属于 4 的 特征 向 量 为 
(1，1，1) . 取 非 奇异 矩阵 


1 0 0 
mn 1 0 
| 


1 


党 
| 


计算 
4 ‘1 
Pi'AP, = : 4 | 
0 1 4 
4 0 
对 4) = 让 ，| ,两 个 特征 值 为) 二 4s 一 4, 求 出 属于 的 一 个 特 


征 向 量 为 (0, 1)7, 取 非 奇 异 和 矩阵 
0 1 
& 一 和 


cao-[ 1 


计算 


.52 。 和 矩 阵 论 


全 
0 0 
1 0 
Pp; | | P=P.P,;= |1 0 1 
0 0 
1 1 1 
则 有 
4 1 2 
P AP = P >;! (Pi'AP.)P, 一 |0 4 1 
0 0 4 


需要 指出 ,在 定理 1. 17 构造 矩阵 了 的 过 程 中 ,为 使 步骤 减少 ， 
选取 P, 时 可 用 矩阵 4 的 多 个 线性 无 关 的 特征 向 量 作为 P， 的 前 几 
列 ， ,这样 能 使 P 1 4P， 的 前 面 多 个 列 旦 上 三 角 状 . 
定理 1.18 (Hamilton-Cayley) nn 阶 和 矩阵 A 是 其 特征 多 项 式 
的 矩阵 根 ( 零 点 ) , 即 令 
p00) = det(OT 一 4) 一 和 十 ar 十 …… 十 a iA 二 a, 
则 
0(4) 一 4 十 ai4” 十 … 十 a 1 十 a.T = 二 0 (1. 2. 27) 
证 ”改写 p(A) 为 
PCA) 一 (一 人 1)(CA 一 2 SAA) 
由 定理 1. 17, 可 设 : 


P AP = 


于 是 
pP IAP) = (PAP—AD…(P -AP— Nl) 一 
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关 
人 
. 0 
X 
区 


An 一 人 2 
(了 "AP 一 和 人工) -一 
0 0 x eee 关 


a ee ne pO var 


A 
PIAP— Nl)=0O0 
即 
p(P AP) = P-gp(A)P=0O0 
故 有 op(A)=0 
例 1.20 已 知 


0 一 上 2 
求 410 十 245. 
: 解 ” 令 y0) = A” 十 24, 可 求 得 4 的 特征 多 项 式 为 


. 54 : 矩 阵 论 


p(A) = det(MT 一 4) 一 (一 1 一 2) 
用 pC(4) 除 WA) ,可 得 
9(4) 二 p(XW)g( 和 ) 十 bo 十 BA 十 Bax 

以 4 二 1, 2 分 别 代 入 上 式 , 便 有 

bo 十 了 十 bs 二 3 

必 十 25 十 46: 一 21% 十 251 
为 了 寻找 足够 的 信息 以 确定 5,(1 一 0,，1，2) ,对 和 4 来 微分 (4) , 便 
得 到 
0) 一 [2 一 DG 一 2) 十 人 一 12]5GD) 十 

p(A)9 (A) 二 bi + 262X 
以 A 二 1 代入 上 式 后 ,就 有 

bi +2b = (1) = 200 


从 而 求 得 
bo = 29 十 25 一 400 
b! = 606 — 2 一 252 
pb 一 一 203 十 21% 十 251 
于 是 


AI 十 245 = y(A) = bolthAiba 
以 矩阵 4 为 根 的 多 项 式 有 时 是 很 多 的 ,但 是 它们 之 间 却 有 一 
定 的 关系 . 为 了 弄 清 楚 这 些 关系 ,引入 以 下 定义 . 
定义 1.19 首 项 系数 是 1( 简 称 首 1) ,次 数 最 小 , 且 以 矩阵 A 
为 根 的 1 的 多 项 式 , 称 为 4 的 最 小 多 项 式 , 常 用 m(4) 表示 . 
根据 定理 1. 18, 显 然 4 的 最 小 多 项 式 m (4) 的 次 数 不 大 于 它 
的 特征 多 项 式 p(X) 的 次 数 . 


3 一 3 2 
例 1.21 求 矩 阵 4 一 | 一 1 5 一 2| 的 最 小 多 项 式 . 
一 1 3 而 


解 ” 设 f(4) = 一 4 十 &k (k ER), 由 于 fC(4) 一 4 十 如 兴 O, 所 
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以 任何 一 次 多 项 式 都 不 是 4 的 最 小 多 项 式 . 注意 到 4 的 特征 多 
项 式 
p(X) = (一 2)2(A 一 4 
县 对 于 它 的 二 次 因 式 
AAA) = (一 2)(0 一 4) 一 人 一 6 人 十 8 
有 
J(A) 一 4 一 64 十 8T 一 O 
于 是 由 定义 1.19, 有 zz(A) = WA)， 
这 就 是 说 ,A 的 最 小 多 项 式 是 其 特征 多 项 式 的 因 式 . 这 个 事 
实 具有 一 般 性 ,由 下 面 的 定理 给 出 . 
定理 1.19 矩阵 4 的 最 小 多 项 式 z(A) 可 整除 以 4 为 根 的 任 
意 首 1 多 项 式 WA) , 且 mC4) 是 唯一 的 . 
证 ”假若 zz(A) 不 能 整除 %A)， 则 有 
yA) = mA) gCA) 十 (AI) 
其 中 rl2) 的 次 数 小 于 mx.(4) 的 次 数 . 于 是 由 
J (A) = m(A)aq(A) 二 r(A) 
知 r(A)=0 
这 就 与 m(X) 是 4 的 最 小 多 项 式 相 政 盾 . 
为 了 证 明 唯 一 性 , 设 4 有 两 个 不 同 的 最 小 多 项 式 m(4) 与 
m (4). 由 定义 1.19 知 ,m(X) 与 mw (4) 的 次 数 相 同 , 而 f(4) = 
m(4) 一 m (4) 是 比 m(4) 次 数 低 的 非 零 多 项 式 . 将 f(24) 的 首 项 系 
数 化 为 1, 它 仍 以 4 为 根 ,这 就 与 m4) 是 A 的 最 小 多 项 式 的 假设 
矛盾 . 证 毕 
定理 1.20 和 矩阵 A 的 最 小 多 项 式 m (4) 与 其 特征 多 项 式 gp(4) 
的 零点 相同 (不 计 重 数 ). 
证 ”由 定理 1.18 知 gC(4) = O0, 再 由 定理 1.19 知 m(4) 能 够 
整除 p24) ,所 以 mC4) 的 零点 是 p(A) 的 零点 . 
又 设 6 是 pCA) 的 一 个 零点 ,也 是 4 的 一 个 特征 值 ,那么 有 非 
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零 向 量 x EC" ,使 得 
Ax 二 AoxX 或 7za(4)X = 二 m(Ao)x 
因为 m(A4) = 二 O,; 所 以 mCao)x 二 0, 从 而 m(h) = 0. 故 p(4) 的 零 
点 也 是 m4) 的 零点 . 证 毕 
定理 1.21 设 ” 阶 矩阵 4 的 特征 多 项 式 为 p(X4) ,特征 矩阵 
A 一 和 A 的 全 体 n 一 1 阶 子 式 的 最 大 公 因 式 为 4(4), 则 A 和 的 最 小 多 


项 式 为 
_ g(0) 
证 明 略 去 "1. 


例 1.22 ”证明 :相似 矩阵 有 相同 的 最 小 多 项 式 
证 设 B 二 PAP, m4(4) 与 mg (4) 分 别 表示 4 与 召 的 最 
小 多 项 式 . 由 ma (4) 二 O 可 得 
ma(B) = ma(P'AP)= Pim,(A)P=0O 
根据 定理 1. 19 ,ms (4) 能 够 整除 ms (4); 另 一 方面 ,由 ps(B) = O 
可 得 
ms (A) = ms (PBP') = Pmyg(B)P 7!'!= 0 
再 根据 定理 1. 19,ma (4) 能 够 整除 ms (4). 
因为 ma (7) 与 ms (4) 都 是 首 1 多 项 式 , 且 能 够 互相 整除 ,所 以 
ma (A) 一 ms (A). 
必须 指出 ,最 小 多 项 式 相 同 是 矩阵 相似 的 必要 条 件 ,并 非 充 分 
条 件 . 例如 ,对 角 矩 阵 diag(2, 3, 3) 与 diag(2, 2, 3) 不 相似 ,因为 
它们 的 特征 多 项 式 不 同 . 但 是 ,它们 的 最 小 多 项 式 却 是 相同 的 ,都 
是 (4 一 2) (4 一 3). 
最 后 ,讨论 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 之 间 的 关系 问题 . 这 
可 由 下 面 的 定理 给 出 . 
定理 1.22 如果, 4，…，, 4 是 和 矩阵 A 的 互 不 相同 的 特征 
值 ,x ， X22,，""* »，X, 是 分 别 属于 它们 的 特征 向 量 , 那 么 X11, X22, '"*， 
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x, 线性 无 关 . 
“证 对 s 使 用 数学 归纳 法 证 明之 . 

当 s 二 1 时 ,因为 任 一 非 零 向 量 线性 无 关 , 所 以 定理 成 立 . 

假定 对 ;一 1 个 互 不 相同 的 特征 值 定理 成 立 , 以 下 证 明 对 ;个 
互 不 相同 的 特征 值 定理 也 成 立 . 为 此 令 

RiX1I 十 … 十 R ix, 1 十 kx 二 0 
只 要 证 明 其 中 组 合 系 数 &, = 0(: = 1，2,，…，s) 就 行 了 . 因为 
Ax, 二 AX,(i 二 1],，2,…, s), 用 AA 左 乘 上 式 , 便 有 
kiAixi 十 … 十 kA 1X, 1 十 RAY 一 (0 

从 上 面 两 个 等 式 中 消去 x,, 就 得 
: hi 一 A) 十 "十 kA 一 2)xz 一 0 
根据 归纳 假定 ,zx ，xs，…，x,! 线性 无 关 , 又 因为 A. 一 入 天 0 
他 二 1，2，…，5 一 1) ,所 以 太一 … 一 Ai 一 0, 从 而 大 = 0. 
”人 定理 1.22 还 可 以 推广 为 如 下 的 定理 . 

定理 1.23 如果)，)，…， X44 是 矩阵 4 的 不 同 特征 值 ,而 
zi， xs，…，x。 是 属于 4, 的 线性 无 关 的 特征 向 量 (i = 1，2，…， 
&) ,那么 向 量 组 

X11， “oe X1r ， oo X41, “ee, Ki, 

也 线性 无 关 . 

证 明 略 去 . 


四 、 对 角 和 矩阵 


对 角 和 矩阵 是 较 简 单 的 矩阵 之 一 . 无 论 是 计算 它 的 乘积 、 逆 和 失 
阵 还 是 特征 值 等 ,都 其 为 方便 . 这 里 将 要 讨论 哪些 线性 变换 在 适 
当 基 下 的 和 矩阵 是 对 角 和 矩阵 的 问题 . 

定理 1.24 设 了 是 线性 空间 V" 的 线性 变换 ,了 在 某 一 基 下 的 
矩阵 A 可 以 为 对 角 矩 阵 的 充 要 条 件 是 工 有 ?# 个 线性 无 关 的 特征 
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向 量 . 
证 设 了 在 凤 的 基 x ，x2 ，…， Xn 下 的 矩阵 是 对 角 和 矩阵 
41 
A2 
和 二 . i diag (Ai ，A2，…，An) 
An 
(1. 2. 29) 

这 就 意味 着 有 


Tx,=Ax, (i= 1,2,.…,n) 
因而 x ， x; ,，…, x, 就 是 T 的 n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 
反之 ,如 果 工 有 ?2 个 线性 无 关 的 特征 向 量 x;，x;，…，x,，, 即 
有 Tx, 一 My 一 1，2，…，7). 那么 就 取 x ， x，…， x 为 六 的 
基 , 于 是 在 这 个 基 下 了 的 矩阵 是 对 角 和 矩阵 . 证 毕 
根据 定义 1. 15 和 定理 1. 11 ,一 个 线性 变换 的 矩阵 能 否 在 某 一 
基 下 是 对 角 矩 阵 的 问题 ,相当 于 一 个 矩阵 能 否 相 似 于 对 角 和 矩阵 的 
问题 . 因此 ,相应 于 定理 1. 24, 有 下 面 的 基本 定理 . 
定理 1.25 ?2 阶 和 矩阵 4 与 对 角 矩 阵 相 似 的 充 要 条 件 是 ,4 有 ?7 
个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,或 A 有 完备 的 特征 向 量 系 ?. 
证 ”如果 4 与 对 角 矩 阵 相 似 , 则 存在 非 奇异 矩阵 P = 
(XI ，X2，…，Xn)， 使 
PT AP = diag(hi, As, ,A,) 
即 
Ai 
A(X1, Xo, ,Xs) 一 (XI Xe 


An 


DD 当 ?=” 阶 矩阵 4 有 m 个 线性 无 关 的 特征 向 量 时 ,就 称 矩 阵 4 有 完备 的 特征 向 量 系 . 
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亦 邑 
A(Xi, Xess Xa) = AiXis AsX2 AnXn) 
故 有 
Ax, = AxX, (i=1,2,.",n) 
这 就 表明 了 P 了 的 列 向 量 是 4 的 特征 向 量 . 又 P 非 奇异 , 故 x ， Xz，…*， 
x, 是 A 的 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 
反之 ,如 果 和 A 有 n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 x;， x;，…， x,, 即 有 
A = (Dy 2 
记 P 了 二 (x1, xzs，"…，X,) ,显然 P 非 奇异 . 又 因为 
一 (Axi, Axs, **, Ax,) = (AiX1, AsX2, *** ,AXn) 一 
(Xi1, Xes ***, Xa) diag Al, A2,'**, Ar) 一 
Pdiag (Al, As, ***, A,) 
即 有 
P iAP = diag(hi, A *°*, A,) 
故 4 与 对 角 和 矩阵 P “AP 相似 . | 证 毕 
需要 指出 ,这 里 ，i2 ，…，A), 的 排列 顺序 必须 与 xl ，xzz ，…， 
xn。 的 排列 项 序 相 对 应 ,否则 了 就 不 是 原来 的 了 . 
例 1.23 在 例 1.18 中 已 经 计算 出 线性 变换 的 矩阵 4 的 特征 
值 是 一 1 与 5, 而 对 应 的 特征 向 量 是 


0 
XI 二 10 |, x = 1 
—1 | 1 
令 
1 .0 省 
| 0 1 | 
一 1 一 1 1 
则 有 


PAP 一 diag( 一 1,， 一 上 ，5) 
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这 里 的 王 实 为 由 基 xi: ，xz ，xs 改变 到 基 y, ，y,， ys 的 过 渡 和 矩阵 ; 
根据 定理 1. 22 及 定理 1.25, 可 以 得 到 矩阵 与 对 角 和 矩阵 相 似 的 
一 个 重要 的 充分 条 件 . 
定理 1.26 如果? 阶 矩 阵 有 ?# 个 互 不 相同 的 特征 值 , 那 入 它 
与 对 角 和 矩阵 相似 . z 


五 、 不 变 子 空间 


本 段 中 ,将 讨论 子 空间 与 线性 变换 的 关系 ,从 而 进一步 简化 线 
性 变换 的 矩阵 . 首先 给 出 下 面 的 定义 . 

定义 1.20 如果 了 人 是 线性 空间 立 的 线性 变换 ,Vi; 是 Y 的 子 空 
间 ,并 且 对 于 任意 一 个 x E w， 都 有 Tx E Vi, 则 称 Vi 是 工 的 不 
变 子 空间 . 

例如 ,任何 一 个 子 空 间 都 是 数 乘 变换 的 不 变 子 空间 . 这 是 因 
为 子 空间 对 于 数 与 向 量 的 乘法 是 封闭 的 缘故 . 

例 1.11 已 经 证 明 取 导数 的 变换 也 是 P, 的 一 个 线性 变换 , PP,i 
为 一 切 次 数 小 于 n i 则 P; ;是 DD 
的 不 变 子 空间 . 

由 定义 1.18 可 知 , 线 性 变换 了 的 属于 的 特征 子 空间 :V, 是 
工 的 不 变 子 空间 . 

整个 线性 空间 六 和 学子 空间 ， 对 于 每 个 线性 变换 他 而 言 ,都 是 
了 的 不 变 子 空间 ,特别 也 是 T, 的 不 变 子 空间 . 

了 的 不 变 子 空间 的 交 与 和 仍 为 线性 变换 下 的 不 变 子 空间 . 事 
实 上 , 设 Vi,V, 都 是 V 的 子 空间 ,是 V 的 线性 变换 ,县 Vi，, V 对 
是 不 变 的 . 由 于 交 Vi 门 Vi 仍 是 V 的 子 空间 ,自若 xE€ Vi 站 Vi， 
则 有 xEVi,xEVi, 又 因 Tx EVi, Tx EC Vi, 从 而 有 Tx E€ 
Vi 站 三. 这 就 证 明了 Vi 门 V; 是 全 的 不 变 子 空间 . 至 于 于 空间 的 
和 仍 为 工 的 不 变 子 空间 的 证 明 , 留 给 读者 . 

线性 变换 本 的 值 域 RC(T) 与 核 NCT) 都 是 T 的 不 变 子 空间 
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事实 上 ,由 定义 1.20 知 ,了 的 值 域 RC(T) 是 V 中 的 向 量 在 TT 下 象 的 
集合 ,当然 它 也 包含 R(T) 中 向 量 的 象 ,; 故 R(T) 是 全 的 不 变 子 空 
间 . 又 全 的 核 N(T) 是 被 工 变 成 零 向 量 的 向 量 的 集合 ,NT) 中 向 
量 的 象 是 零 向 量 , 当 然 还 在 N(T) 中 ,这 就 表明 N(T) 也 是 全 的 不 
变 于 空间 
下面 的 定理 给 出 了 怎样 使 用 不 变 子 空间 来 简化 线性 变换 的 
矩阵 . 
定理 1.27 设 T 是 线性 空间 V’" 的 线性 变换 , 且 V" 可 分 解 为 
s 个 工 的 不 变 子 空间 的 直 和 z 
VVOVO"OBV 
又 在 每 个 不 变 子 空间 V, 中 取 基 
: Kis Kas ,Xn (i= 1,2,.., 5) C290) 
把 它们 合并 起 来 作为 V" 的 基 , 则 械 在 该 基 下 的 和 矩阵 为 
一 diag(A;, A,, '", A,) (1. 2. 31) 
其 中 A(z 二 1, 2, …, s) 就 是 了 在 六 的 基 (1. 2. 30) 下 的 矩阵 . 
证 因 为 Vi, V;,， ”9 V, 都 是 工 的 不 变 子 空间 , 所 以 当 
yy 二 V， 时 ,有 Be 人 
Ix, EV, (1:=1, . "5S; ) = 1,2,.,n,) 


于 是 有 
TE xa 十 a ?Xo 十 … a 


Txw = a? x xa 十 ox 十"… a 


Tx = dlnxXu tT a rT" a 
et a » 5) 


因此 ,在 Vr" 的 基 下 ,TT 的 矩阵 A 有 式 (1.2.31) 的 形式 ,其 中 
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Cil U12 Qln 
(2) (2) 
Q21 a23 Qn, 
A 一 和 @ = 一 上 2 9 s) 
(2) (2) (3) 
dnl Un2 a 


证 毕 

定理 1. 27 之 道 也 是 对 的 . 因为 可 以 证 明 - ,如 果 线 性 变换 工 
在 上 述 V" 的 基 下 的 矩阵 是 准 对 角 和 矩阵 (1.2.31), 则 子 空间 
L(xas Xo, Ya ) 一 V， (i=1,2,., 5) 是 工 的 不 变 子 空间 . 

由 此 可 知 ,矩阵 分 解 为 准 对 角 和 矩阵 与 线性 空间 分 解 为 不 变 子 
空间 的 直 和 是 相当 的 . 

推论 ”线性 空间 V" 的 线性 变换 全 在 V" 的 某 个 基 下 的 和 矩阵 4 
为 对 角 和 矩阵 的 充 要 条 件 是 V”" 可 分 解 为 n 个 全 的 一 维特 征 子 空间 
的 直 和 . 

上 面 推论 更 一 般 的 情况 是 : 设 工 是 线性 空间 V” 的 线性 变换 ， 
A1，h2，*…，, 1: 是 了 的 全 部 不 同 的 特征 值 , 则 工 在 某 一 基 下 的 矩阵 
为 对 角 和 矩阵 的 充 要 条 件 是 

dimV 二 dimVy 十 十 dmV 一 2 


六 、Jordan 标准 形 介 绍 


前 面 已 经 指出 ,一 切 n 阶 矩阵 A 可 以 分 成 许多 相似 类 . 今 要 在 
与 A 相似 的 全 体 矩 阵 中 , 找 出 一 个 较 简 单 的 矩阵 来 作为 这 个 相似 
类 的 标准 形 . 当然 以 对 角 和 矩阵 作为 标准 形 最 好 ,可 惜 不 是 每 一 个 
矩阵 都 能 与 对 角 和 矩阵 相似 . 为 了 解决 标准 形 问题 ,这 里 不 加 证 明 
地 给 出 如 下 的 定理 9. 

定理 1.28 设 人 是 复数 域 C 上 的 线性 空间 V" 的 线性 变换 , 任 
取 7" 的 一 个 基 , 丁 在 该 基 下 的 矩阵 是 A4,T( 或 A) 的 特征 多 项 式 可 
分 解 因 式 为 


el 
上 
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90) = A—AD™ A— A Oo" 
(mi 十 mz 十 十 m, 二 n,， 4 互 异 ) 
(1. 2. 32) 
则 V” 可 分 解 成 不 变 子 空间 的 直 和 
一 Ni 中 Ni 中 … 中 从， 
其 中 NN, = {x | (TT 一 AATOj)™x = 0 x EV"'), 是 线性 变换 
( 工 一 人 工 .)” 的 核子 空间 . 

如 果 给 每 个 子 空间 NN, 选 一 适当 的 基 , 由 定理 1. 27 知 , 每 个 子 
空间 的 基 合 并 起 来 即 为 V" 的 基 , 且 本 在 该 基 下 的 矩阵 为 如 下 形式 
的 准 对 角 和 矩阵 

J1 (A1) 
J = 0 (T2393) 
J 
其 中 


J, (4,) = 人 ， , (2 一 |， a es 5s) 


A m, Xm, 


定义 1.21 由 式 (1.2.33) 给 出 的 矩阵 J 称 为 矩阵 4 的 
Jordan 标准 形 ,J.,(4,) 称 为 因 式 (2 一 4,)” 对 应 的 Jordan 块 . 
例如 


都 是 不 同 阶 的 Jordan 块 ; 而 


ee *， 矩 : 阵 : 论 : 


是 某 个 6 阶 和 矩阵 的 Jordan 标准 形 . 

由 相似 矩阵 的 定义 立刻 可 得 如 下 定理 . 

定理 1.29 设 A 是 n 阶 复 矩 阵 , 且 其 特征 多 项 式 的 某 种 分 解 
式 是 (1. 2. 32), 则 存在 n 阶 复 非 奇异 矩阵 P 了 ,使 

PiAP=J (1. 2. 34) 

定理 1. 29 改 用 线性 变换 来 说 ,就 是 : 设 工 是 复数 域 C 上 线性 
空间 V" 的 线性 变换 ,在 Vr" 中 必 存 在 一 个 基 , 使 在 该 基 下 的 矩阵 
是 Jordan 标准 形 J. 

因为 相似 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 , 所 以 Jordan 标准 形 J 的 
对 角 元 素 41， 4;，…, 4, 就 是 4 的 特征 值 . 但 要 注意 的 是 ,在 分 解 
式 (1.2.32) 中 , 当 1 关 jy 时 ,可 能 有 4, = 二 4,, 因此 4 不 一 定 就 是 4 
的 m, 重 特征 值 . 一 般 地 ,特征 值 4, 的 重 数 大 于 或 等 于 mm,. 

例 1.24 设 6 阶 矩阵 4 的 特征 多 项 式 是 

p94) = detQI—A) 一 12( 十 2)(A 一 1); 

则 必 有 非 奇 异 和 矩阵 P, 使 P&P 成 为 下 列 6 个 和 矩阵 之 一 (只 能 是 其 
中 的 一 个 ) ,它们 是 


0 1 
0 0 1 


O OO pp 
OO i ps 
pO 
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1 0 
0 0 0 
2 
1 1 0 
1 1 1 
1 0 1 
: 0 0 
: 0 0 
全 2 
1 1 
1 1 


这 是 因为 除 pg(4) 已 有 的 表达 式 外 , 它 还 依次 有 以 下 5 种 表达 式 ， 
12(1 十 2)( 人 0 一 1)( 一 1 
12(1 十 2)( 人 (0 一 1)( 人 0 一 1 一 1) 
人 MACA 十 2)7( 一 1) 
A 二 2) 1 1): 
MOA 二 2)M 1)(4—1)A—1) 
定理 1. 29 虽然 已 经 肯定 了 一 般 矩 阵 的 Jordan 标准 形 是 存在 
的 ,但 是 仍旧 无 法 准确 地 求 出 矩阵 的 Jofdan 标准 形 , 如 例 1. 24 就 
是 这 样 . 讨论 矩阵 的 Jordan 标准 形 的 求法 ,涉及 如 下 形式 的 多 项 
式 矩 阵 或 1 - 矩阵 
Ql1 (MA) Qai12 (MA) … ain(A) 


oo oO | 35 


4(4A) = 
QAm (XA) an(A) 1 am(A) 


的 理论 ,其 中 ds (4A) (1， 了 一 1 ，2，…， n) 为 数 域 K 上 的 纯 量 4 的 


”66 ， 窍 阵 论 


多 项 式 . 如 果 4 = (av ) 是 数 域 K 上 的 n 阶 矩 阵 , 则 和 的 特征 矩阵 


人 一 Qi 一 Gil? ”ain 
—a 人 —a woe — a 

1 一 4 一 |  ” 和 ”| .2.36) 
一 Cai Cn 本 pa 


就 是 一 个 特殊 的 多 项 式 和 矩阵 . 
多 项 式 矩 阵 A(2) 的 标准 形 , 是 指使 用 和 矩阵 的 初等 变换 ?将 
A(4) 化 为 如 下 形式 的 多 项 式 矩 阵 : 
di (4) 
dz (4) 


A(A) 一 d, (4) 


(1. 2. 37) 
其 中 , ,di CG) | diC(0), dC) ad GO) | 4d.0), sn, 且 
d,(4) (1 二 1,2,…, 5s) 是 首 1 多 项 式 ( 前 面 的 几 个 4, (4) 可 能 是 1). 
例 1.25 试用 初等 变换 化 多 项 式 矩 阵 
一 A 十 ] 2X4 一 1 和 
A(X) = 和 和 一 A 
A A 
为 标准 形 . 
解 ”计算 过 程 如 下 : 


@ 这 里 要 把 用 数 乘 矩阵 的 某 一 行 ( 列 ) 加 到 另 一 行 ( 列 ) 对 应 元 素 上 去 的 “ 数 ”, 一 
般 地 改 成 数 域 K 上 的 4 - 多 项 式 ， 
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| 24 一 1 1 
2 2 | 
a [3j] 十 [1] | 2 [>[L3j 


A MA 


1 2 一 1 一 4 十 1 
2 一 -一 一 -一 一 一 
A a [mw 
1 12 十 1 一 1 1 十 1 
1 2 一 1 一 A 十 1 
2 
: 和 人 i 
0 一 A 外 十 A 1 [ 打 十 24 一 C1] 
1 0 0 
一 一 一 二 

盖 [村 

0 A 一 A A 十 

1 0 0 

0 | ER © 
| 人 [i 

0 十 A 4 一 4 

1 0 0 

一 一 一 一 一 

| (— 1)[3] 
0 2 十 A 一 和 一 AJ (3) 一 十 1D(C2) 
1 0 0 

0 0 A 十 A 


最 后 所 得 矩阵 是 A(X) 的 标准 形 , 此 时 ,di (2) = 1, ds(4) = )， 
ds(4) 一 1 十 2. 

可 以 证 明 中 ,一 个 多 项 式 矩 阵 A() 的 标准 形式 (1. 2. 37) 的 对 
角 线 上 的 非 零 元 素 4,Q)(i = 1, 2,…, s) 不 随和 矩阵 的 初等 变换 而 
改变 . 因此 ,通常 称 4d,(0)(i 二 1,2,…, s) 为 4() 的 不 变 因子 或 
不 变 因 式 . 

如 果 以 D, (2)(i = 1，2，…，s) 表示 A(4) 的 一 切 : 阶 子 式 的 


Se “二 矩阵: 论 


最 大 (高 ) 公 因 式 ( 常 称 之 为 4() 的 1 阶 行 列 式 因 子 , 由 行列 式 性 
质 知 D, (4) 不 随 初等 变换 而 改变 ), 则 A(4) 的 不 变 因 子 可 由 下 面 
的 公式 中 


WY St 


Dt 


DC 一] (zt 一 1， 2，…， 3) 


(1. 2. 38) 

来 计算 . 式 (1. 2. 38) 表明 ,4() 的 标准 形式 (1.2.37) 被 D, (1) 
(zt 二 1,，2,，…，s) 唯一 决定 . 

把 A(2) 的 每 个 次 数 大 于 零 的 不 变 因 子 d,(4) 分 解 为 不 可 约 因 
式 的 乘积 ,这 样 的 不 可 约 因 式 (连同 它们 的 和 宕 指数 ) 称 为 4(4) 的 一 
个 初等 因子 ,初等 因子 的 全 体 称 为 4(4)》 的 初等 因子 组 . 

确定 A4(4) 的 初等 因子 组 的 一 个 简便 方法 是 上 :用 初等 变换 将 
44A) 化 为 对 角 和 矩阵 ,车 记 对 角 线 上 的 非 零 多 项 式 为 f.(4) (1 = 1， 
2,… ,5s) ,那么 诸 次 数 大 于 零 的 f,(4) 的 全 体 不 可 约 因 式 , 就 是 
A(4) 的 初等 因子 组 . 

要 注意 的 是 ,初等 因子 组 是 随 系数 域 不 同 而 不 同 的 . 因为 有 
些 不 变 因 子 在 有 理 数 域 上 可 能 不 可 约 , 但 在 实数 域 R 或 复数 域 C 
上 却 是 可 约 的 . 如 在 例 1. 25 中 ,对 有 理 数 域 和 实数 域 而 言 ,4()) 
的 初等 因子 组 都 是 

1，)，)12 十 1 
但 在 复数 域 上 , 它 的 初等 因子 组 却 是 
A，A, 一:j， 久 十 ] 

在 复数 域 C 上 , 求 ” 阶 矩阵 4 = (au ) 的 Jordan 标准 形 的 步 又 
第 一 步 ;, 求 特征 矩阵 的 好 一 4 的 初等 因子 组 , 设 为 
人 

其 中 心 , 4。，…, 4 可 能 有 相同 的 ,指数 ml， ms ，…，, m, 也 可 能 有 
相同 的 ;县 ; 
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Mm 十 mz 十 "十 ms 二 nn 
第 二 步 ， 写 出 每 个 初等 因子 (2 一 4,)”™ (i 一 1 ， 2 “"*, s) 对 应 
的 Jordan 块 


A 1 
A 1 
J,(4,) = > (se 1 2 Wy 
1 
> 
第 三 步 : 写 出 以 这 些 Jordan 块 构成 的 Jordan 标准 形 
Ji (41) 
J J; (As) 
了 
例 1.28 求 矩 阵 
一 1 1 0 
A= |-4 3 0 
1 0 2 
的 Jordan 标准 形 . 


解 ” 求 村 一 4 的 初等 因子 组 . 由 于 


ps nd 0 
2 


| 0 0 
号 (十 1)(GA 一 3) 十 4 0 - 
0 | > 


“0 算 阵 论 


0 0 
0 (一 1] na- 
0 


a | 0 


1] 0 0 
0 1 0 


0 0 QA—2)00 1)’ 


因此 ,所 求 的 初等 因子 组 为 4 一 2，(4 一 1)?. 于 是 有 


0 0 
A~Jj=|I0 1 | 
0 了 二 


例 1.27 求 矩阵 


[md" 
ES 
CD 


mm- 
二 oo 心 


的 Jordan 标准 形 . 
解 为 了 求 出 4 的 特征 矩 距 MT 一 4 的 初等 因子 组 , 先 用 


式 (1. 2. 38) 求 


A—1 -2 = 
= = = 
A —A= le 
ps “二 
人 人 一】 


的 不 变 因 子 . 显然 有 


第 1 章 线性 空间 与 线性 变换 71 。 


1 一 1 一 2 一 3 一 4 
1 一 1 一 2 一 3 
D, (4) = a 一 (1 一 1) 
1 一 1 
而 且 
一 2 —3 一 4 
1 一 1 一 2 一 3|= 一 4 人 十 1) 

0 一 1 一 2 


因为 D; (4) 整除 每 个 3 阶 子 式 , 且 有 D: (4) | DC) ,所 以 Do) 二 
1， 从 而 D; (4) = Di() = 一 1, 于 是 得 MT 一 4 的 不 变 因 子 为 
di(M) = d;(0) = dM) = 1, dM) = (A—1) 
即 并 一 和 A 只 有 一 个 初等 因子 (4 一 1)“, 故 
1 1 


1 

综 上 所 述 ,可 得 与 定理 1. 29 相应 的 如 下 定理 . 

定理 1.30 每 个 nn 阶 复 矩阵 4 都 与 一 个 Jordan 标准 形 相似 ， 
这 个 Jordan 标准 形 除 去 其 中 Jordan 块 的 排列 次 序 外 ,是 被 和 A 了 唯一 
确定 的 . 

上 面 给 出 了 矩阵 4 的 Jordan 标准 形 的 求法 ,但 是 没有 给 出 求 
所 需要 的 非 奇异 矩阵 王 的 方法 . 由 于 求 王 牵扯 到 比较 复杂 的 计算 
问题 ,因此 ,为 了 简便 起 见 , 仅 以 例题 的 形式 给 出 P 的 计算 方法 ， 


假如 
A 0 0 
PAP=J= 2 : 
A2 


其 中 也 = (Xi, Xz, x3) ,于 是 有 
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A1 0 0 
A(xi, X>， (Eiy NX>» -| pp : 


即 
(Ax1, Ax;, Ax;3) = (Mi，haxa Xz 十)2xs) 

由 此 可 得 
(NI—A)x=0 
(XI—A)x, 一 0 (1. 2. 39) 
(AM 一 入 )X3 一 一 2 

从 而 x，xs 依次 是 和 A 的 属于 X41, hs 的 特征 向 量 .xs 是 式 (1. 2. 39) 

最 后 一 个 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 向 量 . 求 出 这 些 解 向 量 就 得 到 了 

所 需要 的 矩阵 P. 

又 如 


M1 1 
PiAP 一 Ai 1 9 P= (21 ， Bs 5 We 


Al 
则 有 
A1 1 
A(xi, | Al : 
Al 
即 
(Axi1, Ax;, Ax;3) = (Mixi1, Xi 二 AiX2, Xs 十 A1xs) 

由 此 可 得 


(AT— A)x, —— Xi (1. 2 40) 
(AT— A)x; ky 


从 而 xi 是 4 的 属于 ); 的 特征 向 量 . x;, x; 是 式 (1. 2. 40) 后 两 个 非 


(AM 一 上)Xi 一 0 
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齐 次 线性 方程 组 的 解 向 量 . 这 样 ; 又 得 到 了 所 需要 的 矩阵 P. 

因为 定理 1.29 已 经 肯定 矩阵 P 是 存在 的 ,所 以 上 面 的 线性 方 
程 组 式 (1. 2. 39) 和 式 (1. 2. 40) 都 一 定 有 解 x; ，x;，xs. 要 注意 的 
是 , 任 取 上 面 线性 方程 组 的 解 向 量 y; ，y; ，y;, 当然 不 一 定 恰好 是 
x ，xs， Xs. 这 没有 关系 ,只 要 yy，y,，y; 线性 无 关 ; 它 们 就 可 以 代 
替 xi， Xs， We 线性 方程 组 解 的 不 唯一 性 ， 正好 说 明 所 求 王 的 不 
让 = 般 情 况 下 ,如果 是 4 的 & 重 特征 值 ， 则 ， Ni, Kz ,Kh 
可 由 解 下 面 各 方程 组 

(NI—A)x=0 
(NIT—A)x,=—x (=2,3,..",k) 

而 获得 .这样 得 到 的 x;，x;，…， x 线性 无 关 ( 其 证 明 过 程 元 长 ， 
从 上 略 ) ,于 是 就 得 到 P. 称 xX2，, Xs3,， ,Xi 为 的 属于 i 的 广义 特征 
向 量 . 

总 起 来 讲 , 求 非 奇异 矩阵 P, 无 非 是 求 4 的 特征 向 量 和 广义 特 
征 向 量 而 已 2 . 

例 1.28  ” 试 分 别 计算 例 1. 26 和 例 1. 27 中 ,使 矩阵 4 相似 于 
Jordan 标准 形 时 所 用 的 非 奇 异 矩 阵 P. 

解 ”因为 4 = 2, 4 = 1 分 别 是 例 1.26 中 和 矩阵 的 单 特征 值 
和 二 重 特 征 值 ,所 以 可 用 式 (1. 2.39) 求 P = (p, )sxs，, 这 里 (pi， 
pz， bi)T 一 2 一 1， 2，3), 解 方程 组 

(27 一 4)xX =0, (一 4)x =0, (CT 一 4)Xs =— xX; 
得 特征 向 量 x;， x; 及 广义 特征 向 量 xs 依次 为 

= (0,0, DT, x = (1,2,— DT, x ="(0, 1, 一 1)7 
故 所 求 的 矩阵 了 是 


(1. 2. 41) 
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又 机 1 二 1 是 例 1.27 的 矩阵 的 四 重 特征 值 ,于 是 可 以 使 用 式 
(1. 2. 41) 求 矩 阵 PP. 先 解 
一 2 一 3 一 (4 Pii 


0 一 2 一 3 0 
CO he 
0 一 和 | [pa 0 
0 站 


便 得 属于 的 特征 向 量 为 

x 一 (8，0，0，0)r 
其 次 ,为 了 求 广义 特征 向 量 x ，xs ，x, , 解 

(了 一 和)X 一 一 2 
得 Xs 一 《4，4，0，0)T 
再 解 
(I— A)x; =—x:, (I—A)x, =— x; 
便 得 
w= (0 一 11250) 9 Wi (0 ls = 1)T 

于 是 所 求 的 矩阵 为 


4 0 0 
0 4 —1 1 
P= 
0 0 2 2 
0 0 0 1 


需要 指出 , 例 1. 28 中 Xi 的 第 一 个 分 量 取 为 8, x2 的 第 一 个 分 
量 取 为 4, 可 使 x8 和 x 的 分 量 都 为 整数 . 

定理 1. 30 是 非常 重要 的 ,在 很 多 方面 都 得 到 应 用 . 现 举 两 个 
例子 来 说 明 它 的 初步 应 用 . 

例 1.29 如果， Xs,，…,4, 是 4 的 特征 值 ,证 明 A* 的 特征 
值 只 能 是 入 ,42 ，…， Xt. 

证 因为 J 一 PAP, 所 以 
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J:=P APP'AP=P AP 


一 般 地 ,有 
J = PpP-iAaA*p 
又 由 矩阵 乘法 不 难 验证 
J1 CA1) 
J (A2) 
"= = 
J ,CA,) 
Ji (A1) 
J As) 
J CA,) 
并 且 
A 1 上 ME 
ee A 四 A: 
天 (1) = 的 ， 
A A 
可 见 ,J 的 特征 值 是 J 的 特征 值 的 & 次 竹 , 即 有 1 pe 可 pe 是 A* 
的 特征 值 ， 


例 1.30 试用 Jordan 标准 形 理 论 求解 线性 微分 方程 组 


。76 。 算 阵 论 


dr 一 一 外 十 & 
do 
一 合十 36& 
全 = & 十 26& 
解 ”把 微分 方程 组 改写 为 矩阵 形式 
dx 
Fe Ax 
其 中 
dé 
S 了 2 
四 dx -| 和 le 
5 d& | ” 冯 
dt 


骨 给 微分 方程 组 施行 一 个 非 奇 异 线性 变换 , 即 
X 一 卫 y 
这 里 ( 见 例 1. 28) 


于 是 有 
pn pa mp -4Py = J 
由 于 ( 见 例 1.26) 
2 0 0 
0 0 1 


所 以 
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dm d d 
a 这 一 六 十 轴 ， 了 


其 一 般 解 分 别 为 
六 一 ce ， 六 一 coe 十 cste， mh 二 cae 
再 由 x 二 Py , 求 得 原 微 分 方程 组 的 一 般 解 
& 一 ce 十 catie: 
| 二 2cze' 十 c3 《21 十 1)e’ 
& = ce —ce'—c (tl1)e 
这 里 ci，c:，cs 是 任意 常数 . 
由 例 1. 30 的 求解 过 程 可 以 看 出 ,化 矩阵 为 Jordan 标准 形 , 实 
际 上 就 是 适当 选择 线性 空间 的 基 或 坐标 系 , 使 得 在 新 坐标 系 之 下 ， 
问题 的 数学 形式 最 为 简单 ,从 而 便于 研究 . 
最 后 需要 指出 ,在 许多 实际 问题 中 ,复数 往往 没有 多 大 意义 ， 
因此 ,需要 在 实数 域 R 上 来 求 标 准 形 . 关于 这 个 问题 的 理论 ,读者 
可 参阅 参考 文献 [2，4j. 


习 题 1.2 


1. 判别 下 列 变换 中 哪些 是 线性 变换 : 

(1) 在 R 中 , 设 x=(&,&,&), Tx = (8 ,所 十 色 , 色 ); 

(2) 在 矩阵 空间 R™" 中 ,TX = BXC, 这 里 B,C 是 固定 矩阵 ; 

(3) 在 线性 空间 P, 中 ,Tf(2) = f(t 十 1. 

2. 在 R 中 , 设 x= (&, 色 ), 证 明 Tix=(& ,一 &) 与 Tox = (& ,一 色 ) 
是 R* 的 两 个 线性 变换 ,并 求 十 Ts, 工 T, 及 TT. 

3. 在 PP 中 ,Tf(t) = 了 (2), Tf(2) = tf(2). 证 明 

JTJ 一 了 Ti 一 了 

4. 在 及 中, 设 x==(&, 色 , 名) ,定义 Tx 二 (2& 一 色 , 色 十 名 ,所 ), 试 求 
下 在 基 ei = (1, 0, 0), es 一 (0, 1, 0)，es 一 (0, 0, 1) 下 的 矩阵 ， 

5. 如 果 x1，xz 是 二 维 线 性 空间 证 的 基 ,T，T, 是 V 的 线性 变换 ， 
Tixi = yy,Tixz = yy T(x 二 Tx) = 二 yy T(x CX) = yy 一 yy, 试 


78 ， 矩 阵 论 


证 明 工 2 人 
6. 六 个 函数 


Xi = ecosbt, Xx = e'sinbt, xs = te’‘cosbt 
at 1 2 at _ 1 2 aft 
2X4 一 ie" Sinp it， x 一 了 te cosbt,， xs Fie sinbt 


的 所 有 实 系数 线性 组 合 构 成 实数 域 R 上 的 一 个 六 维 线性 空间 V = L(x， 
Xx2，X3a，Xs，Xs，Xs ) , 求 微分 变换 DD 在 基 xi，xz，…，xs 下 的 矩阵 ， 
7. 已 知 R: 的 线性 变换 开 在 基 xi = 《一 1， 1 ， 1)， xX»? 一 (1， 0， 一 1)， 


x 一 (0，1，1) 下 的 矩阵 是 
1 .0 "| 
E 
ni 


求 工 在 基 el = (1, 0, 0), es 二 (0, 1, 0), es 二 (0, 0, 1) 下 的 矩阵 . 
8. 在 R” 中 定义 线性 变换 
a 2 a bb 和 
nx=| x, Tx=—x| | 
cd d 


Cc 


nx 
cd cd 
求 荆 ，Ti,T 在 基 El ，Ei: ，Ez ,Ezs 下 的 矩阵 . 
9. 设 了 是 线性 空间 立 的 线性 变换 , 且 T xz 天 0, 但 和 xz 一 0, 求 证 x，Tx， 
…，Tx(R >> 0) 线性 无 关 . 
10. 假定 工 是 了 的 线性 变换 ,x = (&,， 色 , &) ER ,而 Tx 一 (0， 各， 
名 ), 求 了 的 象 子 空 间 尺 CT:) 和 核子 空间 N(T?) 的 基 与 维 数 . 
11. 给 定 R 的 两 个 基 
x = (1,0,1), x = (2,1,0, x = (1,1,1); 
y= 2,—1), y= (2,2,—1), y= (2,—1,—1) 
定义 线性 变换 
Tx,=y, (=1,2,3) 
(1) 写 出 由 基 xi，x: ，xs 到 基 yy ，y: ，y 的 过 渡 和 矩阵 ; 
(2) 写 出 工 在 基 xi ，x，xs 下 的 矩阵 ; 
(3) 写 出 荆 在 基 y1，y: ，ys 下 的 矩阵 . 
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12. 设 工 是 数 域 C 上 线性 空间 Vs 的 线性 变换 ,已 知 T 在 V: 的 基 xi， x; ， 
xs 下 的 矩阵 


求 工 的 特征 值 与 特征 向 量 , 
13. 把 矩阵 


相似 的 变换 为 上 三 角 和 矩阵 . 
14. 试 计算 24 一 345 十 和! 十 和 ! 一 47, 其 中 


1 .2 
-| 1 | 
1 0 


J = 
15. 设 和 A= |， | , 试 求 《24 —12A’ 十 1942: 一 294 十 37D)71. 


16. 求 下 列 和 矩阵 的 特征 多 项 式 和 最 小 多 项 式 . 


Uo Ql a2 U3 
7 4 一 
Qi CO 一 43 U2 
o| 4 一 8 十 (2) 
Qa» U3 Qo Ql 
一 4 一 1 一 8 
-a3 GQ» Ul Wo 


17. 证 明 任意 矩阵 与 它 的 转 置 矩 阵 有 相同 的 特征 多 项 式 和 最 小 多 项 式 . 

18. 设 五 ，T 是 数 域 C 上 的 线性 空间 V" 的 线性 变换 ,有 目 TT = TT ， 
和 证明: 如果 x 是 Ti 的 特征 值 , 那 么 w。 是 Ts 的 不 变 子 空间 . 

19. 求 下 列 各 矩阵 的 Jordan 标准 形 . 


1 2 DO 3 7 一 3 
| 0 2 | (2) 区 一 5 :| 
一 2 一 1 一 1 一 和 一 10 3 
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二 

一 4 一 1 0 0 

(3) 
7 
2 

20. 设 有 正 整 数 m, 使 4” 二 了 ,证 明 和 4 与 对 角 和 矩阵 相似 . 
21. 求解 常 微分 方程 组 
da 


人 
dé _ 

I 4& 十 3& 
他 = 一 88 十 86 一 


dt 
这 里 名， 名 ， 包 都 是 上 的 未 知 函 数 . 


91.3 两 个 特殊 的 线性 空间 


在 线性 空间 中 ,向 量 的 基本 运算 仅 是 线性 运算 . 但 是 , 符 以 解 
析 几 何 中 讨论 过 的 通常 三 维 向 量 空间 R' 作为 线性 空间 的 一 个 模 
型 ,就 会 发 现在 R 中 诸如 向 量 的 长 度 、 二 向 量 的 夹 角 等 度量 概念 ， 
在 线性 空间 的 理论 中 还 未 得 到 反映 . 这 些 度 量 性 质 在 很 多 实际 问 
题 ( 包 括 几 何 问题 ) 中 有 着 特殊 的 地 位 . 因此 ,有 必要 将 它们 引信 
线性 空间 ,从 而 导 人 本 节 将 要 讨论 的 Euclid 空间 和 本 空间 这 两 个 
特殊 的 线性 空间 . 

在 解析 几何 中 ,通常 R 中 的 向 量 长 度 、 夹 角 等 度量 性 质 , 都 可 
通过 向 量 的 数量 积 来 表达 . 可 见 , 数 量 积 的 概念 蕴含 着 长 度 和 夹 
角 的 概念 因此 ,为 了 给 线性 空间 引进 长 度 等 概念 ,可 先 引 人 与 数 
量 积 相 类 似 的 概念 ,这 就 是 内 积 概念 . 


一 、Euclid 空间 的 定义 与 性 质 
定义 1.22 设 V 是 实数 域 R 上 的 线性 空间 ,对 于 V 中 任 二 向 
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量 x 与 了 ， 按 某 规则 定义 一 个 实数 ,用 (x，7y) 表示 , 且 它 满足 下 列 
四 个 条 件 : 

(1) 交换 律 :(x, y) = (y, x); 

(2) 分 配 律 ;C(x, y 十 z) = (x, y) 十 (x, z); 

(3) 齐 次 性 : (kx, y) = klx, y) (VkE€ R); 

(4) 非 负 性 :(x, x) 宇 0， 当 且 仅 当 x = 0 时 ,(x, x) 一 0. 
则 称 V 为 Euclid 空间 ,简称 欧 氏 空间 或 实 内 积 空间 ， 

显然 , 欧 氏 空间 是 定义 了 内 积 的 实 线 性 空间 . 因此 ,又 有 内 积 
空间 之 称 . 可 见 , 欧 氏 空 间 是 一 个 特殊 的 实 线性 空间 . 

因为 向 量 的 内 积 与 向 量 的 线性 运算 是 彼此 无 关 的 运算 ,所 以 
不 论 内 积 如 何 规定 ,都 不 会 影响 该 实 线性 空间 的 维 数 . 欧 氏 空间 
的 子 空间 显然 也 是 欧 氏 空间 . 

不 难 验证 ,通常 三 维 向 量 空间 R’ 中 的 数量 积 满 足 内 积 的 四 个 
条 件 , 故 数量 积 是 一 种 内 积 . 

在 ? 维 向 量 空间 了 R" 中 ,对 于 任意 两 个 向 量 x 一 (所 ， 龟 ，…， 
&)，y 一 〈 轧 ， 思 ，…， 思 ) ,规定 

《XxX，y) 一 名 人 矿 十 名 六 十 … 十 和 加 一 了 落 《1.3.1) 

则 吻 验 证 它 满足 内 积 的 四 个 条 件 . 因此 , 式 (1. 3. 1) 是 内 积 ,R” 是 
欧 氏 空间 , 仍 以 R" 表示 之 ， 

又 如 , 例 1. 12 的 实 线性 空间 CCla, 56) ,对 于 它 的 任意 两 个 连续 
函数 f(t)，g(2) ,规定 


(Cf), g(t)) = | fea (1. 3. 2) 


则 由 定 积 分 的 性 质 ,不 难 验 证 它 满 足 内 积 的 四 个 条 件 , 因此 式 
(1. 3.2) 是 内 积 ,C(a, 5) 是 欧 氏 空间 ,不 过 它 是 无 限 维 的 . 

在 2 维 线性 空间 R” 中 ,对 于 它 的 任意 两 个 矩阵 4 一 〈av )， 
B 一 (b, ) ,规定 


(A, B) = >,avb， 一 tr(4BT) 
2 7 一 1 


2 和 起 阵 论 


则 它 也 满足 内 积 的 四 个 条 件 , 因 此 (4，B) 是 内 积 , 从 而 和 矩阵 空间 
R” 是 欧 氏 空间 . 

从 内 积 的 定义 ,容易 得 到 以 下 内 积 的 基本 性 质 . 

性 质 1 (x, ky) = k(x, y). 

性 质 2 (x, 0) = (0, x) = 0. 


性 质 3 (Zéx,, 2 和 二 Em Cx, y,). 
事实 上 ,使 用 定义 1. 22 直接 可 得 
(x, ky) = (ky, x) = kly, x) = kx, y) (1.3.3) 
(x, 0) = (x, 0y) = 0(x, y) 一 0 

故 性 质 1 和 性 质 2 都 成 立 . 再 用 数学 归纳 法 不 难 证 明 性 质 3 也 
成 立 . 

假定 x ， x; ，…, x, 是 2 维 欧 氏 空间 Vr 的 基 , 对 于 Vr" 的 任意 
两 个 向 量 

X= 十 妈 Xz 十 "十 双 Xn 9 9 二 人 Ni 十 Xz 十 十 
由 性 质 3 可 得 


(XxX, y) = 2 én x,, Xx,) = Das én, (1. 3. 4) 
ty7 一 工 ?7 一 了 
其 中 QQ 一 (Rs xX,) (2, ye ls 2 ws, n) ,用 和 矩阵 表示 就 有 
1 
(一 (和 总 | (1. 3. 5) 


这 里 
(Xi » Sn (Xi 9 X，) 
二 Sy (xX2 Xi) … (Xs Xn ) 


(Kas Xi) xX,, X,) 
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由 式 (1.3.6) 可 以 看 出 ,只 要 知道 其 中 任意 两 个 基 向 量 的 内 
积 , 也 就 知道 了 和 矩阵 4, 从 而 也 就 知道 了 任意 两 个 向 量 的 内 积 . 因 
此 , 称 式 (1. 3. 6) 中 的 A 为 V" 对 于 基 xi，x; ，…， x, 的 度量 矩阵 
(或 Gram 矩阵). 因为 Cx, x) 一 (Xj, xX) (i 一 1，2，…，7?2)， 所 
以 有 a, = wz, J 一 1，2，…， 7 , 即 4 是 对 称 和 矩阵; 又 因为 对 任 
意向 量 x 关 0, 由 式 (1. 3.4) 或 式 (1. 3.5) 知 (x, x) >0, 故 4 是 正 
定 和 矩阵 . 

显然 , 若 插 阵 4 非 奇异 , 则 4I4 必 对 称 正 定 . 这 是 因为 4 的 列 
向 量 可 视 为 R" 的 一 个 基 , 而 R" 对 于 该 基 的 度量 矩阵 正 是 A 人 7A. 

上 面 讨 论 表 明 ,知道 了 基 的 度量 矩阵 式 (1. 3. 6) 后 , 任 二 问 量 
的 内 积 就 可 通过 坐标 按 式 (1. 3. 4) 或 式 (1. 3. 5) 来 计算 . 因此 , 度 
量 矩 阵 完 全 确定 了 内 积 . 于 是 ,可 以 用 任意 正定 矩阵 作为 度量 和 矩 
阵 来 规定 内 积 . 稍 后 将 会 明白 , 问 量 的 长 度 与 夹 角 等 可 度量 的 量 
能 用 内 积 来 刻画 ,这 就 是 名 词 度量 矩阵 一 一 的 涵义 . 

例 1.31 设 和 oz， 和 与 yy ，…， y, 分 别 是 欧 氏 空 
间 六 的 两 个 基 , 且 V”" 对 于 该 二 基 的 度量 矩阵 分 别 是 4 = (a, ) 与 
B 二 (6,). 求证 4 与 召 合 同 , 即 不 同 基 的 度量 矩阵 是 合同 的 . 

证 设 (y ys ) 二 XC, 这 里 C 二 
(cy ) 是 过 渡 和 矩阵 , 则 有 

风 = CaXi 十 czaXs 十 十 caxX (2 = 1,2,.",n) 


从 而 


(y,， yy,) = ey (%,， xX:) 一 
5 一 1] 上 一] 


C1 


(cl Cass Cm)A (2,7 = 1,2, ,n) 


即 
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B=CTAC 
因为 (x, x) 宇 0, 所 以 对 任意 向 量 x，vV lx, x) 有 意义 . 在 通 
常 三 维 向 量 空 间 Rs 中 ,向 量 x 的 长 度 是 VCx, 节 . 在 一 般 的 欧 氏 
空间 中 ,相仿 地 引 和 人 以 下 的 定义 . 
定义 1.23 在 哆 氏 空 间 V 中 , 非 负 实数 VCx, x) 称 为 V 中 向 
量 x 的 长 度 ( 或 模 , 范 数 ), 记 为 |x| (或 x|;,), 即 
| x |= V(x, x) (1. 3.7) 
由 此 定义 可 知 , 非 零 向 量 的 长 度 是 正 数 ,只 有 零 向 量 的 长 度 才 
是 零 .这样 定义 的 长 度 符合 熟知 的 如 下 性 质 
| kx |=|k| |x| (1. 3. 8) 
[wylelsitlyd (1. 3. 9) 
事实 上 ,因为 
| kx |= Vx, kx) = VE (x,X) = 
| 有 Vx, x) =|Ik||x| 
故 式 (1. 3. 8) 成 立 . 至 于 式 (1. 3. 9) 的 证 明 留 在 后 面 给 出 . 
例如 ,在 ” 维 欧 氏 空间 R" 中 ,向 量 x = (&1, 色 ，…, 6&) 的 长 
度 为 
|x1= V 名 十 名 十 十 名 
当然 ,这 时 的 内 积 应 由 式 (1. 3. 1) 来 定义 . 对 于 欧 氏 空 间 C(a, 5) 
来 说 ,向 量 f(z) 的 长 度 由 


| f(2) | 一 V| fa 


长 度 为 1 的 癌 量 称 为 单位 向 量 . 如 果 x 关 0, 由 式 (1. 3.8) 知 
TT (1. 3. 10) 


是 一 个 单位 向 量 . 用 向 量 x 的 长 度 | x | 去除 x, 得 到 一 个 与 x 同方 


给 出 
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问 的 单位 向 量 ,通常 称 此 过 程 为 把 x 单位 化 或 规范 化 . 
在 解析 几何 中 ,两 个 向 量 x 与 y 的 夹 角 (x,y) 的 余弦 ,可 以 通 
过 数量 积 , 即 内 积 表 示 为 


cos(x, y) 一 TT (1. 3. 11) 


为 了 在 欧 氏 空间 中 利用 式 (1.3.11) 引入 向 量 夹 角 的 概念 ,须要 证 
明 不 等 式 


zllyiis 


或 
| (Cx, y) |<|lx| |y| (1. 3. 12) 
对 任意 两 个 癌 量 x,，y 均 成 立 , 其 中 当 且 仅 当 x, y 线性 相关 时 ,等 
号 才 成 立 . 式 (1.3.12) 就 是 所 谓 的 Cauchy-ByarrkoBcKzi 不 
等 式 . 
为 子 证 明 式 (1. 3. 12) ,可 运用 初等 代数 中 的 知识 : 实 系数 二 次 
项 式 


[ll 


at* +20+e (a > 0) 
对 于 任意 实数 上 都 取 非 负 值 , 则 其 系数 之 间 必 存在 不 等 式 
巡 一 ac 委 0 
考虑 任意 二 非 零 向 量 x，y 令 上 为 实数 域 中 任 一 数 , 由 内 积 条 
件 知 ,对 于 向量 x 一 ty 有 
(x—iy, xX—iy) 守 0 
即 (y, y)t —2Cx, y)t+ (x, Y) 之 0 
对 此 利用 上 面 的 不 等 式 , 便 得 
(Gy (x, x)(y, y) 
即 (x, yy) Ixl | 7 
或 | (x, yy) ||lx| ly 
设 x,y 线 性 相关 . 如 果 y = 二 0, 显然 式 (1. 3. 12) 中 等 号 成 立 ; 
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如 果 y 关 0, 则 x 二 ky (& 为 常数 ). 于 是 有 
| (x,y) |= | (ky, y) |=|k| (Gy, y) =|Ik|1y|:= 
lgy||1y|=|x||y| 
反之 , 设 (z，y) = (x, xX)(y,，y). 如 果 y = 二 0, 则 x, y 线 性 相 


关 ; 如 果 y 关 0, 取 t= 二 | ,可 得 


一 (YX 一 砂 ，X 一 砂 ) = 
(x，YXY) — 2t(x, y) 十 弓 (y，y) 一 0 
即 x 一 志 二 0, 从 而 x,y 也 线性 相关 . 
定义 1.24 非 零 向 量 x 与 y 的 夹 角 (x，y) 规定 为 


‘xX,，y) 一 arccos TT (0 委 (xX, y) 委 T) 


| x—iy | 


(1. 3. 13) 
结合 具体 例子 考察 不 等 式 (1. 3. 12) 是 很 有 意思 的 . 对 于 欧 氏 
空间 R", 不 等 式 (1. 3. 12) 就 是 
| 和 六 十 名 六 十 …… 十 名 7 | 魏 
V 总 十 名 十 当 十 名 V71 十 亚 十 当 十 不 (1. 3. 14) 
其 中 ,x 二 (i, 名 ,各 )，y 二 np， 
对 于 欧 氏 空间 C(a,， 5)，, 不 等 式 (1. 3. 12) 就 成 为 


[fwawal< | Pod] Tf ecwaT (1. 3. 15) 


不 等 式 (1. 3. 14) 和 (1. 3.15) 都 是 数学 史上 著名 的 不 等 式 . 
不 等 式 (1. 3.15) 又 称 为 Schwarz 不 等 式 . 
利用 不 等 式 (1. 3. 12) ,可 以 证 明 三 角 不 等 式 (1. 3.9). 因为 
|x+y|: = (x 二 +y, x 二 y) = 
(x, xX) 二 2(xX, y) 十 (y，y) 
使 用 不 等 式 (1. 3. 12) , 便 得 
(xX, xX) 二 2X, y) 二 (yy, y) 二 
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(x, xX)+2 Vx, x VC ，y) + Cy, y) 
于 是 有 
| x+yl 志 (x|+ly|): 
开平 方 , 便 得 不 等 式 (1. 3. 9). 
不 等 式 (1. 3. 9) 之 所 以 被 称 为 三 角 不 等 式 , 是 因为 对 于 通常 
平面 上 的 向 量 , 它 表明 三 角形 任意 两 边 之 和 不 小 于 第 三 边 的 
事实 . 


二 、 正 交 性 


通常 ,两 个 向 量 垂 直 的 充分 必要 条 件 是 它们 夹 角 的 余弦 为 零 ， 
亦 即 它们 的 数量 积 为 零 . 在 一 般 的 欧 氏 空间 中 , 仍 以 内 积 定义 二 
向 量 夹 角 的 余弦 . 因而 很 自然 地 引信 下 面 的 定义 . 

定义 1.25 如 果 对 于 欧 氏 空间 中 的 两 个 癌 量 x 与 y, 有 
(x,，y) 一 0, 则 称 x 与 y 正 交 或 垂直 , 记 为 x | Jy. 

由 定义 1.25 可 知 , 当 x 与 y 正 交 时 ,y 与 x 也 正 交 ; 零 向 量 与 任 
意向 量 均 正 交 ; 如 果 x | y, 且 x 与 y 线性 相关 , 则 此 二 向 量 中 至 少 
有 一 个 是 零 问 量 . 

例 1.32 对 定义 在 区 间 ( 一 x, x) 上 的 三 角 郴 数组 

ls cost, sint, COS2t, Sin2t, ***, COSkt, sinkt, 


利用 正 交 条 件 
| f(g(t)dt=0 


不 难 验 证 其 中 任意 两 个 函数 互相 正 交 . 
定义 1.26 如 果 欧 氏 空 间 中 一 组 非 零 向 量 两 两 正 交 , 则 称 为 
正 交 向 量 组 . 
”例如 , 例 1.32 中 的 三 角 函 数组 就 是 区 间 ( 一 x，r) 上 的 正 交 向 
量 组 . 
作为 正 交 概念 的 应 用 ,下 面 来 证 明 欧 氏 空间 中 的 商 高 定理 (或 
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勾 股 弦 定 理 ) 和 正 交 向 量 组 的 线性 无 关 性 质 . 
定理 1.31 如 果 向 量 x 与 y 正 交 , 则 有 
1x+y|l =|x| +|ly| (1. 3. 16) 
证 ”因为 
| x 二 +y|: = (x 二 +y, x 二 y) = 
(x, Xx) 二 2Cx, y) 二 (y, y) 
由 于 (x，y) = 0， 所 以 
[x+y| = (x, xX) 二 Cy, y=|Ix|:+|ly|’ 证 毕 
不 难 把 式 (1. 3. 16) 推广 到 多 个 向 量 的 情形 , 即 若 向 量 组 x ， 
X2. ***, Xm 是 正 交 问 量 组 , 则 有 
mip el | | 
定理 1.32 设 x, x,，…, xn 是 正 交 向 量 组 , 则 它们 必 线 性 
无 关 . 
证 ”假定 它们 之 间 有 线性 关系 
Rixi 十 kxX2 十 十 kxXn 二 0 
欲 证 明 一 切 &,(i = 1,2,…,m) 都 必须 为 零 . 为 此 ,用 x,(1 二 1,2， 
…,，m) 与 上 式 两 端 作 内 积 , 得 到 
k(xX, KX)=0 (i=1,2, ,mm) 
由 于 x, 关 0, 玫 (x,, x,) 天 0, 从 而 太一 0 (z= 1,2,…,m). 
证 毕 
定理 1. 32 表明 ,在 ” 维 欧 氏 空间 中 ,两 两 正 交 的 非 零 向 量 不 
能 超过 ”个 . 这 个 事实 的 几何 意义 很 清楚 . 例如 ,在 平面 上 找 不 到 
三 个 两 两 正 交 的 非 零 向 量 ;在 通常 的 三 维 空间 Rs: 中 , 找 不 到 四 个 
两 两 正 交 的 非 零 向 量 . 
定义 1.27 在 欧 氏 空间 V" 中 ,由 2 个 非 零 向 量 组 成 的 正 交 向 
量 组 称 为 Vr" 的 正 交 基 ;由 单位 向 量 组 成 的 正 交 基 称 为 标准 正 交 基 
或 法 正 交 基 . 
显然 , 式 (1.1.3) 中 的 e ，e ，…，e, 就 是 欧 氏 空间 了 R" 的 一 个 
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标准 正 交 基 , 并 称 其 基 癌 量 为 单位 坐标 向 量 . 

把 一 个 正 交 基 进行 单位 化 ,就 得 到 一 个 标准 正 交 基 .. 

容易 证 明 ,一 个 基 为 标准 正 交 基 的 充 要 条 件 是 它 的 度量 矩阵 
为 单位 矩阵 . 事实 上 , 设 x ，xz ，… ,x 为 标准 正 交 基 , 则 由 定义 
1. 27 ,有 
1 〈 当 :三 7 时 ) 
0 ( 当 : 尖 7 时 ) 
这 里 的 6, 称 为 Kronecker 记 号 . 于 是 由 式 (1. 3. 6) 知 , 它 的 度量 矩 
阵 是 单位 矩阵 . 反之, 如果 以 单位 矩阵 为 度量 矩阵 , 则 由 矩阵 相等 
可 得 (xz x,) 二 6, , 即 康 ， Xi，…， xX, 为 标准 正 交 基 . 

标准 正 交 基 的 存在 是 一 件 重 要 的 事情 . 因为 当 欧 氏 空间 取 基 
为 标准 正 交 基 x ，xs，…，x, 时 ,其 内 积 不 仅 有 式 (1. 3. 1) 的 简单 
形式 ,而 且 向 量 x 的 坐标 还 可 通过 内 积 表达 出 来 , 即 有 

X= (XK, XX 二 CX XK 十 "十 (Xn, XD)X, Cl 3 17) 
事实 上 , 设 


(xX,, x,) 一 0 = 


二 名 十 Xz 十 十 多 
以 x,(z 一 1，2，…，7?) 与 上 式 两 端 作 内 积 , 便 得 
EE = x, xX) (= 1,2, ,7) 

因此 ,在 研究 欧 氏 空间 时 ,总 取 标 准 正 交 基 . 

下 面 结 合 内 积 的 特性 , 讨论 ” 维 欧 氏 空间 的 标准 正 交 基 的 
求法 . 

定理 1.33 ”对 于 欧 氏 空间 人 的 任 一 基 xi, x;，…， x, ,都 可 
找到 一 个 标准 正 交 基 y, ，y;，…，y.. 换言之 , 任 一 非 零 欧 氏 空 间 
都 有 正 交 基 和 标准 正 交 基 . 

证 ”应 用 下 面 论述 的 关于 向 量 组 的 Schmidt 正 交 化 方法 (或 
过 程 ) ,给 出 定理 的 构造 性 证 明 . 为 此 取 六 = xi ,作为 所 求 正 交 基 
中 的 第 一 个 向 量 . 再 令 

网 = Xo + kyr 
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由 正 交 条 件 (y; ，y! ) = 0 来 决定 待定 常数 &. 由 
(x 十 ky1， y1) 一 (xz ， y1 ) 十 RCI ， y1 ) 一 0 
得 Eo (Xe y1) 


这 样 就 得 到 两 个 正 交 的 向 量 yi， yz , 且 yz 天 0. 又 令 
ys 一 Xs 十 kz y2 十 Ai yi 
再 由 正 交 条 件 (ys， y2) 二 0 及 (yy， y1) 二 0 来 决定 出 & 和 ,为 


六 (Xs， y2 ) a (Xs， yi ) 
l (y2, y2) (y1, y1) 


到 此 ,已 经 做 出 三 个 两 两 正 交 的 向 量 y1， y2， ys 且 ys 天 0. 
继续 这 样 进行 下 去 , 设 已 做 出 m 个 两 两 正 交 且 不 为 零 的 向 量 y! ， 
y2， …，yn ,为 求 出 第 mm 十 1 个 与 之 正 交 的 向 量 , 令 

ymt1 ee 1 yw + Lani Ym-1 es ls yz + ly 
使 用 m 个 正 交 条 件 
(yn, y)=0 (i=1,2,.,m) 
来 决定 1，/。 ，…，1，1). 根据 Wi yz ，…， ym 为 两 两 正 交 的 假 
定 , 可 得 
xn y/) ly, y)=0 
故 


/ 
Mi ye i 
(y,， y,) 


于 是 yw 就 被 确定 出 来 了 . 

采用 上 述 Schmidt 正 交 化 方法 ,可 由 已 知 基 构造 出 ”个 两 两 
正 交 的 非 零 向 量  ， y2 yx. 根据 定理 1. 32， 知 yi， yz ， Rg 
y 线性 无 关 , 从 而 它们 形成 V" 的 一 个 正 交 基 . 再 以 |y | 除 yy 
(z 二 1, 2,…, n)，, 就 得 到 定理 所 要 求 的 标准 正 交 基 


y= TT GE 证 毕 
上 面 是 由 基 X11 ， 光 2 9， 大 求 标 准 正 交 基 六， 2 ， 3 的 过 


和 i a 
: > 人 
， Ci to ER ed PM Mt Te et 


第 1 章 线性 空间 与 线性 变换 。9] 。 


程 , 有 时 也 称 为 把 基 x; ，x;，…， x, 正 交 单位 化 或 正 交 规范 化 . 
例 1.33 试 把 向 量 组 zx 一 (1, 1,0, 0),z 一 (1, 0, 1，0)， 
x 二 (一 1,0,0,1), = 《1, 一 1, 一 1，1) 正 交 单位 化 . 
解 “ 先 把 它们 正 交 化 . 使 用 式 (1. 3. 18) ,可 得 
而 -00) 


_ (x:, y1) 一 人 (到 二 小 1 0 
》2 X2 Cy yy 7 ， De 


/ (X3 ， 7 ) 1 (Was y1) 1 


| ( 吧 7， 内 7) (y1， 好 7 

ey 

( 3 3 .3 ) 
y=x (Xs， ys) yy 《zs， 2 ys y1) 4 
、 (ys ，ya ) (Cys, y3) . (y1, y1) . 


(1,， = = 1) 


再 单位 化 , 便 有 
1 
| | 区 


Ty TY = 

最 后 ,讨论 欧 氏 空间 中 子 空间 的 正 交 性 问题 . 为 此 ,证 明 有 关 
正 交 性 的 两 个 性 质 如 下 . 

性 质 1 若 向 量 组 x，x;，…， x 的 每 一 个 向 量 均 与 向 量 》 
正 交 , 则 x ，xz ，*…，xm 的 线性 组 合 也 与 y 正 交 . 

证 对 任意 m 个 数 &)， ks, ***， km， 有 


(Bix 二 二 kaxn, y) = Dklx, y=0 
; A 
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故 十 十 kx 与 y》 正 交 . 证 毕 

性 质 2 设 V 为 欧 氏 空间 Vr 的 子 空 间 , 向 量 y 与 Vi 正 交 ( 指 
与 Vi 中 每 个 向 量 正 交 ) 的 充 要 条 件 是 y 与 Vi 的 每 一 基 向 量 
正 交 . 

事实 上 ,因为 Vi 的 每 一 个 向 量 均 为 其 基 向 量 的 线性 组 合 ,所 
以 由 性 质 1 的 结果 得 知 此 性 质 成 立 . 

如 果 用 Vi 表示 欧 氏 空间 V" 中 所 有 与 Vi 正 交 的 向 量 的 集合 ， 
则 Vi 为 Vr 的 一 个 子 空间 . 

事实 上 ,者 XE Vi,yE€EVLi,zE Vi, 上 为 R 中 任意 数 , 则 有 

(xY 十 y，Zz) = (xY，Zz) 十 (y，z) 一 0 十 0 一 0 
(CEx，Zz) = k(x, z)=kAX0=0 
即 (x 十 y) € Vi ,kx € Vi. 因此 ,Vi 是 一 个 子 空间 , 称 这 个 子 空 
间 为 Vi 的 正 交 补 空间 或 Vi 的 正 交 补 . 现在 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 1.34 任 一 欧 氏 空间 Vr 为 其 子 空 间 Vi 及 Vi 的 正 交 补 

空间 Vi 的 直 和 , 即 
VI=V Vt 

证 帮 六 二 {0}, 则 Vi = 二 VV, 从 而 V, = {0} 加 VV = 
V 由 VW ,定理 成 立 . 

看 同 天 (0), 设 dm 三 (1 之 m 世 nn), 且 Vi 的 一 个 标准 
正 交 基 为 二 ,x x 下 证 站 = 二 友 十 V;: 任 取 xEV", 令 
a 二 (X,,， XX) (z= 二 1，2,…,m), 那么 

=a 二 TaN 二 "十 danXn EE Vi 
再 令 z 一 xx 一 多 由 于 
(z, 入 ) = (xX—y, X) 一 (人 3) 一 (2) 一 0 
(1 = 1,2, ,7m) 
所 以 xz € Vi， 于 是 有 
,X=y+z (yE€EVi,zE€ Vi) 
即 x€ 如 十 VI, 从 而 六 CV 十 VL , 故 V 二 Vi 十 Vi. 注意 到 VV 
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与 Vi 的 交 为 零 子 空间 ,根据 定理 1.7, 可 得 V* = Vi Vi. 
证 毕 
推论 设 V 是 欧 氏 空间 w" 的 子 空间 , 且 Vi; 的 维 数 为 m， 则 
Vi 的 维 数 为 n 一 mm,; 即 有 dimVi 十 dimnVi 一 7. 
作为 正 交 补 空间 的 一 个 应 用 ,考虑 正 交 补 空间 与 齐 次 线性 方 
程 组 的 解 之 间 的 关系 . 
对 于 系数 矩阵 的 秩 为 7 的 齐 次 线性 方程 组 
40116 十 a1 十 十 ainé, 一 0 
Q2161 et Tt 0 (1. 3. 19) 


aoieEi 十 Co 名 十 … 十 Comme 一 0 


引入 向 量 
X= (6, 6 "6,), 
X= (Qi A29 "9 dn) (1 = 1,2, ,Im) 
于 是 方程 组 (1. 3. 19) 可 改写 为 
(Xi1, XX) = 0, (xz, XxX) = 0, ***, (xn, KX)=0 


由 此 可 见 , 求 方程 组 (1. 3. 19) 的 解 向 量 ,就 是 求 所 有 与 向 量 

组 x1， xz，… ,x 正 交 的 向 量 . 设 x ,x ，… ,x 生成 的 子 空间 为 
Vi = Lx, Xo, ***, X,) 

于 是 由 前 面 的 论述 可 知 , 所 有 与 Vi 正 交 的 向 量 的 集合 也 形成 一 个 
子 空间 , 它 就 是 方程 组 (1. 3. 19) 的 解 向 量 的 集合 形成 的 子 空间 ， 
称 其 为 齐 次 方程 组 (1.3. 19) 的 解 空间 . 按照 定义 , 齐 次 方程 组 
(1. 3. 19) 的 解 空 间 就 是 w 的 正 交 补 空间 . 换言之 , 求 齐 次 方程 组 
(1. 3. 19) 的 解 空间 就 是 求 Vi 的 正 交 补 空间 . 由 于 Vi 的 维 数 是 齐 
次 方程 组 (1. 3. 19) 系数 和 矩阵 的 秩 r~, 由 定理 1.34 的 推论 立刻 可 得 ， 
系数 矩阵 的 秩 是 7, 则 nn 个 未 知 数 的 齐 次 线性 方程 组 的 解 空 间 的 维 
数 是 ?一 7 

定理 1.35 对 于 任意 矩阵 A = 二 (a, )mxs E R”™", 有 


” 94。 矩 阵 论 


Ri(A) 一 NG4I)，RGA) 中 NG4I) 一 Rn (1. 3. 20) 
RI(AT) = N(A), R(AT) OD N(A4)= R’ (1. 3. 21) 
证 设 4 的 第 7 个 列 向 量 为 ea,( 王 1，2，…,， ?7) ,并 记 V 一 
RK(A) = 二 Ll(al, a:,，…,a,) CC R”". 于 是 有 
Vi = {yy|y | (Rat ha,), k, €E R} = 
{ylyla,jy=1,2,.…,n}= 
{ylay =0,J=1, 2, ,7} 一 
{y | A'y = 0} = N(A') 
根据 定理 1. 34, 可 得 R" = Vi Vi = R(4) @N(47). 
同 理 可 证 式 (1. 3. 21) 成 立 . 证 毕 
需要 指出 , 当 4 EC" 时, 若 将 4 改 为 4" ,定理 1.35 中 的 相 
应 结论 仍然 成 立 ， 


三 、 正 交 变 换 与 正 交 矩阵 


由 解析 几何 知 ,在 旋转 变换 之 下 ,向 量 的 长 度 保持 不 变 . 在 线 
性 空间 中 ,能 保持 向 量 长 度 不 变 的 线性 变换 ,在 实际 中 应 用 是 很 广 
泛 的 . 在 此 ,针对 这 种 线性 变换 进行 专门 的 讨论 . 
定义 1.28 设 V 为 欧 氏 空间 ,是 V 的 一 个 线性 变换 ,如 果 荆 
保持 Y 中 任意 向 量 x 的 长 度 不 变 , 即 有 
(x, x) = (Tx, Tx) (1. 3. 22) 
那么 称 工 是 V 的 一 个 正 交 变换 . 
例如 ,坐标 平面 上 的 旋转 变换 就 是 一 个 正 交 变换 . 下 面 讨论 
正 交 变换 的 一 些 性 质 . 
定理 1.36 线性 变换 T 为 正 交 变换 的 充 要 条 件 是 ,对 于 欧 氏 
空间 Y 中 任意 向 量 x， y, 都 有 
(x, y) = (Tx, Ty) 
证 ”只 要 令 y= 二 x, 便 知 充分 性 成 立 . 为 证 明 必 要 性 , 设 工 是 
正 交 变换 ,于 是 有 


| 
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(x—y, xX—y) = (T(x—y), T(x— y)) 
即 
(x, xX) — 2(x,y) 二 + (y, y) = (Tx— Ty, Tx — Ty) = 
(Tx, Tx)—2(Tx, Ty)++ (Ty, Ty) = 
(x, xX) — 2(Tx, Ty)++(y, y) 
亦 即 (x, y) = (Tx, Ty). 证 毕 
定义 1.29 如 果实 方 阵 @ 满足 
QQ=IT 或 = 和 
则 称 & 为 正 交 和 抵 阵 . 
容易 证 明 8 是 正 交 和 矩阵 的 充 要 条 件 是 , 它 的 列 向 量 是 两 两 正 
交 的 单位 向 量 . 
定理 1.37 欧 氏 空间 的 线性 变换 是 正 交 变换 的 充 要 条 件 是 ， 
它 对 于 标准 正 交 基 的 和 矩阵 是 正 交 和 矩阵 . 
证 ” 设 欧 氏 空 间 V” 的 标准 正 交 基 为 x;，xz，…，x, ,线性 变 
换 械 在 该 基 下 的 矩阵 为 A 三 (as )wxo. 
必要 性 . 车 工 是 正 交 变换 ,那么 (Tx,, Tx,) = (x,, x,) 一人， 
男 一 方面 ,由 于 
Tx, = anxi 二 aQzxz 二 "十 QnxX, 
Tx, = ayxXi 二 QazxXz 二 "十 QnwX 
所 以 
(Tx,, Tx,) = > = 6, 


即 4 的 个 列 是 两 两 正 交 的 单位 向 量 ,也 就 是 4 为 正 交 矩 阵 . 
充分 性 . 设 4I4 = 了 对 任意 xE ,有 


él 6&1 
一 (X13 “XK |; |, Tx = (Xi ， “**, XDA 
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由 于 V"” 中 两 个 向 量 的 内 积 , 就 等 于 这 两 个 向 量 在 w" 的 标准 正 交 
基 下 的 坐标 向 量 的 内 积 (R” 中 ) ,所 以 


1 
(Tx, Tx) = (&, *…, &,)ATA | | 一 


3 
(Gir ns S| | sy 


即 工 是 正 交 变换 . 证 毕 

推论 1 正 交 和 矩阵 是 非 奇异 的 . 

事实 上 ,给 CO = 工 两 端 取 行列 式 , 便 有 

det(OIO) = detOI Xx det@ = (detO) = 1 
即 detQ == 土 1. 
推论 2 正 交 和 矩阵 的 逆 算 阵 仍 是 正 交 和 矩阵 . 
事实 上 ,因为 
(OO "= (0) 0 = 一 (0 ) =I 
所 以 C@ 是 正 交 和 抵 阵 . 
推论 3 ”两 个 正 交 和 王 阵 的 乘积 仍 为 正 交手 阵 . 
事实 上 , 设 8; ，@: 都 是 正 交 和 抵 阵 , 则 
(CC0) 00 =02000 =00 =I 
故 推论 3 成 立 ， 

由 上 述 推论 可 知 , 欧 氏 空 间 的 两 个 正 交 变换 T 与 T; 的 乘积 
TiT, 还 是 正 交 变 换 ; 正 交 变 换 工 的 道 变换 工 1 也 是 正 交 变 换 . 事 
实 上 ,因为 

(TiTox, TiTsx) = (Ti (Tsx), Ti(T2x)) = 

(Tx, Tx) = (xX, x) 
于 是 由 定义 1. 28 知 TT 是 正 交 变换 . 又 设 Tx = y, 且 因 


| 


| 
| 
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(Tx, Tx) = (Cy, y= (Ty, Ty) = (x, x) 

故 工 二 是正 交 变 换 . 

必须 注意 , 正 交 变换 在 标准 正 交 基 下 的 抢 阵 是 正 交 和 插 阵 ; 但 
是 , 它 在 别 的 基 下 的 矩阵 可 能 是 正 交 和 矩 阵 , 也 可 能 不 是 正 交 和 矩阵 ， 
见 参 考 文献 [10j. 

由 于 标准 正 交 基 在 欧 氏 空间 中 占有 特殊 地 位 ,因此 ,有 必要 讨 
论 从 一 标准 正 交 基 改 变 到 另 一 标准 正 交 基 的 过 渡 和 矩阵 的 情况 . 其 
答案 由 下 面 的 例题 给 出 . 

例 1.34 设 xX xX 及 yi yy 是 欧 氏 空间 六” 
的 两 个 标准 正 交 基 ,它们 之 间 的 过 渡 和 矩阵 为 4 一 (av );xs , 即 

(yi yas Ys) 一 (Xe 

则 4 为 正 交 和 矩阵 . 

证 因为 yy ，y;，…，y, 是 标准 正 交 基 ,所 以 

(y,, »)=6, (17=1,2,.,n) 
又 因 算 阵 和 4 的 各 列 是 y;，ys，…，y; 在 标准 正 交 基 xX1， Xz ，*…**，X， 
下 的 坐标 , 即 
y, 一 Qi 十 aa 十 十 ao (i = 1, 2, ,7n) 
则 有 
(y,» 9,) 一 aa 十 aa 十 … 十 aaa = 6, 
Eh 

这 就 表明 和 矩阵 4 的 各 列 是 单位 向 量 , 而 且 任 何不 同 两 列 是 正 交 
的 . 从 而 4 是 正 交 和 矩阵 ， 


四 、 对 称 变换 与 对 称 和 矩阵 


定义 1.30 设 工 是 欧 氏 空间 V 的 一 个 线性 变换 , 且 对 V 中 任 
意 两 个 向 量 x，y, 都 有 
(Tx, y) = (x, Ty) (1. 3. 23) 
成 立 , 则 称 工 为 V 中 的 一 个 对 称 变换 . 
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定理 1.38 欧 氏 空间 的 线性 变换 是 实 对 称 变换 的 充 要 条 件 
是 , 它 对 于 标准 正 交 基 的 矩阵 是 实 对 称 和 矩阵 . 
证 设 欧 氏 空 间 V" 的 标准 正 交 基 为 xz ，x2，，…, x, ,线性 变 
换 工 在 该 基 下 的 矩阵 为 4 = (ev ),x,, 则 有 
了 
Tx, 一 QUX1 十 CaiXs 十 十 CuoXay (x Tx,) = a, 
必要 性 . 设 工 是 对 称 变换 ,那么 (Tx,, x,) 二 (x,，Tx,), 从 而 
ar 二 a,， 即 4 是 实 对 称 和 矩阵 . 
充分 性 . 设 A 一 4, 对 任意 x，y E V", 有 


1 A 
X= (XI ，…， | 一 (XDA 


nn 六 
， 7 一 (4 


7 7 
注意 到 V” 中 两 个 向 量 的 内 积 , 就 等 于 这 两 个 向 量 在 V” 的 标准 正 
交 基 下 的 坐标 向 量 的 内 积 (R" 中 ), 从 而 可 得 


了 二 《区 二 “oe, xX, ) 


nn 
(Tx, y) 一 (6 hk &)AT : 一 
7 
Va 
(& ,6A| :|= (x, Ty) 
Tn 
即 工 是 对 称 变换 ， 证 毕 


实 对 称 和 矩阵 有 下 面 的 重要 性 质 , 现 以 定理 形式 给 出 . 

定理 1.39 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 都 是 实数 . 

证 假定 4 是 实 对 称 和 矩阵 ,A 是 它 的 特征 值 ,x = (各 , 所，…， 
名) ”是 属于 4 的 特征 向 量 , 即 
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Ax = Ax 
两 边 取 共 罗 ,得 
Ax = Ax 
再 由 共 思 复 数 的 性 质 , 有 
AxX= 二 和 Ax 


取 转 置 ,有 旦 注意 4 = 二 4, A” = A, 从 而 有 
Ax'T = x'AT = x'A 
用 x 右 乘 上 式 , 便 得 
XIY 一 XI4xr = AX'x 


即 (一 人 )XIXY 一 0 

但 TY 一 和 名和 十 名 名 十 … 十 名 6 天 0 

故 有 4 == 4, 这 就 表明 4 是 实数 . 证 毕 
定理 1.40 实 对 称 和 矩阵 的 不 同 特 征 值 所 对 应 的 特征 向 量 是 

正 交 的 . 


证 “” 设 人 ,1 是 实 对 称 和 矩阵 4 的 两 个 不 相同 的 特征 值 , 且 

Xi 二 Ax1, AzxXz 一 Ax;. 由 于 
Aixi = xiA 
因而 
Mxixo = XIAxs 一 人 Ji 
即 
(Ai 一 2)xixs 一 0 
但 是 A 闫 ,因而 一 Xz 关 0. 所 以 有 
(xi1, Xa) = XixXs =0 

就 表明 xi 与 x; 正 交 . 证 毕 

应 该 注意 ,就 实 对称 乍 阵 而 言 , 属 于 同一 特征 值 的 线性 无 关 的 
特征 向 量 不 一 定 是 正 交 的 . 但 是 ,可 以 使 用 Schmidt 正 交 化 方法 将 
它们 正 交 化 . 
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五 、 丁 空间 介绍 


欧 氏 空间 是 针对 实数 域 R 上 的 线性 空间 而 言 的 . 这 里 将 要 介 
绍 的 西 空间 ,是 一 个 特殊 的 复线 性 空间 . 酉 空间 的 理论 与 欧 氏 空 
间 的 理论 很 相近 ,有 一 套 平行 的 理论 . 本 段 只 简单 列举 出 它 的 主 
要 结论 ,而 不 给 出 详细 的 证 明 . 

定义 1.31 设 V 是 复数 域 C 上 的 线性 空间 ,对 于 V 中 任意 两 
个 向 量 x 和 y, 按 某 规则 有 一 复数 (x, y) 与 之 对 应 , 它 满足 下 列 四 
个 条 件 : 

(1) 交换 律 (〈x*，y 一 (y, x), 这 里 (y, x) 是 (y, x) 的 共 斩 
复数 ; 

(2) 分 配 律 (x, y 十 z) = (x, y) 十 (x, z); 

(3) 齐 次 性 ” (kx, y) = 二 klx, y) (Yk EO); 

(4) 非 负 性 (xz，x) 宇 0， 当 且 仅 当 x = 0 时, 实数 
(Ry 0 

则 称 (x，y) 为 向 量 x 与 y 的 内 积 , 而 称 V 为 酉 空间 (或 复 内 积 
空间 ). 

例 1.35 在 复 ” 维 向 量 空间 C" 中 ,对 于 任意 两 个 向 量 

X= (&, ,6), y= (mn, 12 9 1 ) 
定义 其 内 积 为 
(xX, yy) 一 生态 十 名 庆 十 …… 十 和 7 二 x (1.3.24) 

显然 , 式 (1. 3. 24) 满足 定义 1. 31 中 内 积 的 四 个 条 件 , 故 C" 就 是 一 
个 本 空间 , 仍 以 C" 表示 之 . 

由 式 (1. 3. 24) 立刻 可 得 


(x, xX) = 6&6 二 6 二 = > |&|: (1.3.25) 
1 一 1 


又 由 内 积 定义 ,直接 可 以 得 到 下 列 结果 
(1) (x, ky) = k(x, y)， 
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(2) (x, 0) = (0, x) 一 0. 


(3) (Zéx 之 73) 一 DA y,). 


(4) VClx, x) 称 为 向 量 x 的 长 度 ( 模 ), 仍 记 为 | x | (或 
| x 1 2). 

(5) Cauchy-Bygaskosckmm 不 等 式 仍 成 立 , 即 对 于 任意 二 癌 量 
xX，y, 有 

(x, y)(y, XxX) x, x)(y, y) 

当 且 仪 当 x 与 y 线性 相关 时 ,等 号 成 立 . 

应 用 这 个 不 等 式 可 以 定义 夹 角 的 概念 . 

(6) 两 个 非 零 向 量 x 与 y 的 夹 角 (x,，y) 定义 为 


(XxX, y)(y, x) 
(Xx, X)(y， y) 


当 (x, y) 二 0 时 , 称 x 与 y 正 交 或 垂直 . 

在 nn 维 西 空间 中 ,同样 可 以 定义 正 交 基 和 标准 正 交 基 的 概念 . 
关于 标准 正 交 基 还 有 下 列 性 质 . 

(7) 任意 线性 无 关 的 向 量 组 可 以 用 Schmidt 正 交 化 方法 正 交 
化 之 . 

(8) 任 一 非 零 酉 空间 都 存在 正 交 基 和 标准 正 交 基 . 

(9) 任 一 nn 维 西 空间 V" 均 为 其 子 空间 Vi 与 Vi 的 直 和 

(10) 酉 空间 V 中 的 线性 变换 芽 , 如 果 满 足 

(x, xX) = (Tx, Tx) (xE€V) 

则 称 全 为 V 的 酉 变换 . 

(11) 西 空间 V 的 线性 变换 代为 西 变换 的 充 要 条 件 是 ,对 于 V 
中 任意 两 个 向 量 x，y， 都 有 

(x, y) = (Tx, Ty) 

(12) 西 变换 在 西 空间 的 标准 正 交 基 下 的 矩阵 A 是 丁 和 矩阵 , 即 

4 满足 下 式 


cos: (x, y) 一 
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44 一 448 一 了 

(13) 西 矩 阵 的 逆 和 矩 阵 也 是 酉 和 矩阵 ;两 个 西 矩 阵 的 乘积 还 是 西 
矩阵. 

(14) 西 空间 V 的 线性 变换 工 , 如 果 满 足 

(TYx，y) 一 (YX，Ty) (x,yE€EV) 

则 称 工 为 Y 的 Hermite 变换 或 西 对 称 变换 . 

(15) Hermite 变换 在 西 空间 的 标准 正 交 基 下 的 矩阵 A 是 
Hermite 和 矩阵 , 即 有 

双关 

〈16) Hermite 矩阵 的 特征 值 都 是 实数 . 

(17) 属于 Hermite 和 矩阵 的 不 同 特征 值 的 特征 向 量 必定 正 交 . 

下 面 来 加 强 定理 1. 17 的 结果 , 即 Schur 定理 . 

定理 1.41 (1) 设 4E Co 的 特征 值 为 4,2，… ,4,, 则 存 
在 本 矩阵 已 ,使 得 


Ai ee. 

pa A2 EE : 
PiAP = PAP . (1. 3. 26) 

。。 其 

A 


(2) 设 A EE We 的 特征 值 为 A; » A2，***» An» 且 、， 和 及 (z = 1， 
人 ?z)，, 则 存在 正 交 和 插 阵 @ ,使 得 


Ai 其 eee 其 
Az 1 : 
0 40 = 0'A0 = ， (C1: 327> 
*, 关 
An 


证 与 定理 1.17 的 证 明 过 程 相 仿 , 采 用 数学 归纳 法 证 明 式 
(1.3, 26); 

当 n 王 1 时 ,结论 显然 成 立 . 假定 对 2 一 1 阶 和 矩阵 结论 成 立 , 下 
面 证 明 对 ” 阶 和 矩阵 结论 也 成 立 . 
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设 Axi = 和 hx 且 |2|=1. 将 阅 扩 充 为 C 的 一 个 标准 正 
交 基 Xi ， Xs，…， Xa， 记 
P= (XI ，Xz，…，Xn) 
则 P, 是 西 矩 阵 , 且 有 
Pi 4P = (x, AX,)nxn 


其 中 第 1 列 的 元 素 是 
XiAxi1 = x Ax) = A (XX1) = 
i! (1= 1) 
0 “72 
于 是 可 得 
Al x 关 
Pi 4P， 一 
Al 
0 


由 于 n 一 1 阶 矩 阵 Ai 的 特征 值 为 4;，…, 4, ,根据 归纳 法 假设 ,存在 
n 一 1 阶 丁 矩阵 S, 使 得 


人 3 x 
SAS 一 及 六 


An 
记 
1 0 
P, = | P= PP, 
0 SS 
则 PP 是 丁 和 矩阵 , 且 有 
P -1AP = PAP = Py (PrAP')P;, = 
Ali x x Ai x 关 
0 克 
H Pp 2 
P Al x 
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即 式 (1. 3. 26) 成 立 . 


同 理 可 证 式 (1. 3. 27) 成 立 . 证 毕 
利用 定理 1. 41, 可 以 研究 n 阶 和 矩阵 正 交 ( 西 ) 相似 于 对 角 和 矩阵 
的 问题 . 
定义 1.32 设 AE C™’, 日 等 式 
A'A=AA" (1. 3. 28) 


成 立 , 则 称 A 为 正规 矩阵 . 
容易 验证 , 正 交 和 矩阵 、 西 和 矩阵、 对 角 和 矩阵 \ 实 对 称 和 矩阵 以 及 
Hermite 矩阵 都 满足 式 (1. 3. 28) ,因此 它们 都 是 正规 矩阵 .此 外 ， 
令 U 是 一 个 西 矩 阵 , 则 易 验 证 矩阵 
i i 0 ] 2 
0 2 
也 是 一 个 不 同 于 上 述 五 种 类 型 的 正规 矩阵 . 
定理 1.42 (1) 设 A4E€C”, 则 A 西 相似 于 对 角 和 矩阵 的 充 要 
条 件 是 4 为 正规 矩阵 ; 
(2) 设 AE€ R”, 且 有 4 的 特征 值 都 是 实数 , 则 A 和正 交 相似 于 对 
角 和 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 为 正规 矩阵 . 
证 ” 先 证 明 第 一 个 结论 . 
必要 性 . 设 西 矩阵 P 使 得 PiAP = A( 对 角 和 矩阵 ) , 则 有 
A= PAP, A = PAP 
ArA = PAPPAP = PAAP = 
PA AP 一 PAPPAPY ~ AA™ 
即 4 是 正规 矩阵 . 
充分 性 . 设 A 满 足 4"A = 二 44#, 由 定理 1.41 之 (1) 知 ,存在 西 
条 阵 PP, 使 得 
bl bi -> Oi, 


be 
PAP = . —8B 
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于 是 有 
BB = Pi:APPHAP = PA"AP 一 
PH44HP 一 PHAPPYAP = BB" 
比较 上 式 两 端 矩阵 的 对 角 线 元 素 , 可 得 
bz =0, pa 一 0， …， b= 
bs 一 0， 。…。 D， 一 


Di 一 0 
也 就 是 B= diag(b ，pD2z ，…， pp ),， 即 人 酉 相似 于 对 角 和 矩阵 * 
类 似 地 ,利用 定理 1. 41 之 (2) 可 证 明 第 二 个 结论 ”证 毕 
推论 1 实 对 称 和 矩阵 正 交 相 似 于 对 角 和 矩阵 . 
推论 2 设 T 是 欧 氏 空间 Vr’ 的 对 称 变换 , 则 在 V" 中 存在 标准 
正 交 基 y, ，y:，…，y,, 使 工 在 该 基 下 的 扼 阵 为 对 角 抑 阵 . 
证 “” 任 取 人 的 一 个 标准 正 交 基 Xi，xs，…，xv， 设 了 在 该 基 
下 的 矩阵 为 4, 即 有 
T(x1, Xa, Xn) 一 〈(X，X2， Xn)A 
根据 定理 1. 38,4 是 实 对 称 和 矩阵 . 再 由 推论 1, 存 在 正 交 和 矩阵 Q， 
使 得 
0O40 = A = diag(h1, A2, ***， An) 
构造 V" 的 标准 正 交 基 y1，y:，…，y ,使 满足 
(y1, ys ***, yn) = (Xi1, X22, Xu) 人 
则 有 
Tly1, yz,"*， yn) 一 了 (XI，Xz，…， XxX. 0 = 
(Xi, Xs XK) AQ = 
(Ji1，y2 ，…， y)0 -40 = 
(yi1, yz ，…， yx)A 
即 工 在 六" 的 标准 正 交 基 y;，ys，…，yn 下 的 矩阵 为 对 角 甜 阵 . 
证 毕 
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必须 指出 ,对 于 ? 阶 矩 阵 4 ,如 果 4H4 尖 448, 则 由 定理 1.42 
知 ,4 不 能 正 交 ( 酉 ) 相似 于 对 角 和 矩阵 . 但 是 ,A 仍 可 能 相似 于 对 角 
矩阵 . 例如 


1 1 1 1 
a ole Wa | ol 
0 2 1 5 2 4 


抑 见 ,A"A 了 A4", 所 以 A 不 能 正 交 ( 西 ) 相似 于 对 角 抢 阵 . 但 是 ， 
4 能 够 相似 于 对 角 和 矩阵 (因为 和 4 有 两 个 不 同 的 特征 值 ,从 而 A 有 两 
个 线性 无 关 的 特征 向 量 ). 

根据 定理 1. 42, 对 于 n 阶 Hermite 算 阵 和 A, 存 在 阶 西 矩 阵 P， 
使 得 

PAP = A = diag(hi, As, ***, A,) 
其 中 4.(i 二 1, 2, …, n) 是 4 的 特征 值 . 划分 
P= (pi, p:, *…, Px) 


则 有 
Al pi 
从 H 
A= PAP™ = (pi, 有 2，“…， Px) . 一 
AiCPp1iPpl ) 二 A (pzph) 十 … 十 1 CPpH) (1. 3. 29) 
称 式 (1. 3. 29) 为 Hermite 矩阵 4 的 谱 分 解 . 若 记 
和 pp (2 ] ， 23 "**, n) (1. 3。 30 ) 


则 有 rankB, = 1, 且 B, B,, …, B, 线性 无 关 ( 在 线性 空间 Coexn 
中 ). 
习 题 1.3 


1. 设 x 一 (后 ， &， ”9 上 ) ， 少 一 《人 办， Pm，"""， 办 ) 是 有" 的 任意 两 个 向 量 ， 
入 一 (as )wxo 是 正定 矩阵 , 令 (x,，y) = xhy7, 则 
(1) 证 明 在 该 定义 下 R" 形成 欧 氏 空间 ; 
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(2) 求 R* 对 于 单位 坐标 向 量 e; 二 (1, 0, …, 0), ez 一 (0，1，0，…， 
0),…,e, 一 《0，…, 0,，1) 的 度量 矩阵 ; 

(3) 写 出 R* 中 Cauchy-BEyHaqkoBpcKH 站 不 等 式 ， 

2. 设 ， xz，"…， x 是 实 线性 空间 V" 的 基 , 疝 量 x 二 十 色 xz 十 … 十 


和 zs， 一 力 太 十 因 耻 十 …… 十 7xs 对 应 于 实数 (x,y) 一 入 /从 让: 试问 Y" 是 


否 是 欧 氏 空间 . 

3. 在 R' 中 , 求 二 向 量 x 与 y 的 夹 角 Cx, y) ,其 内 积 按 式 (1. 3. 1) 给 出 . 设 

(1) x= (2,1,3,2), y= (1, 2, —2, 1); 

(2) x = (1,2,2, 3), y= (3, 1, 5, 1). 

4. 在 R' 中 , 求 一 单位 向 量 与 (1, 1, 一 1, 1), (1, 一 1, 一 1, 1) 及 (2,1， 
1，3) 均 正 交 . 

5. 设 吉 xo，xX3 ,xi 是 欧 氏 空间 Vi 的 一 个 标准 正 交 基 .Vi = L(y， 
yy， 电 )， 其 中 为 二 二 十 Xs 92 三 训 一 其 十 ,ys 二 2X1 十 Xz 十 xX3, 求 Vi 的 
一 个 标准 正 交 基 . 


6. 在 P 中 定义 内 积 为 (f(D ，g(D) = | FCDg(Ddz, 求 P 的 一 个 标准 


正 交 基 ( 由 基 1], tt， 六 9 i 出 发 , 作 正 交 单 位 化 )， 
1 设 xx1， 党 2 9 》 Xm 是 欧 氏 空间 V” 中 的 一 组 问 量 ,而 
(Xi, XI) (Xl, X22) (xX1» Xn) 


xz», xX1) Xs Xo) 1 (Xe, Xm) 


xm» KX1) Kns Ka) (Xn, Xm) 
试 证 明 detB 关 0 的 充 要 条 件 是 zi ，x: ，，…，xm 线性 无 关 ， 
8. 设 A == (qs )mxs € Ce ,证 明定 理 1.35 仍旧 成 立 (将 4: 改 为 4 ). 
9. 设 了 是 欧 氏 空间 Y 中 的 单位 向 量 ,x EV, 定义 变换 
Tx = x—2(y, Xx)y 
证 明代 是 正 交 变 换 . 常 称 这 种 正 交 变换 为 镜面 反射 . 
10. 设 工 是 欧 氏 空间 V 中 的 线性 变换 , 且 对 x, y EV, 有 
(Tx, y) =— (x, Ty) 
则 称 工 为 反对 称 变换 . 证 明 工 为 反对 称 变换 的 充 要 条 件 是 ,TT 在 V 的 标准 正 
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交 基 下 的 矩阵 4 为 反对 称 和 矩阵 , 即 有 4T 一 一 4. 
11. 对 于 下 列 矩 阵 4, 求 正 交 ( 西 ) 矩阵 P, 使 P-14P 为 对 角 和 矩阵 ， 


2 ”A 0 1 
oo-| 4 ov 上 | | 
一 4 一 4 5 1 0 0 


12. 求证 实 反对 称 和 矩阵 的 特征 值 是 零 或 纯 虚 数 . 
13. 设 4 是 2 阶 实 对 称 和 矩阵 , 且 42 =4( 即 4 是 寡 等 矩阵 ) ,证 明 存在 正 交 
矩阵 @ ,使 得 


0 AQ = 


0 
14. 设 Vi, V; 是 欧 氏 空间 的 两 个 子 空间 ,证 上 明 
(Vi+V t= Vi /NV 
Vif Vi )i=Vi 二 WV 
15. 利用 定理 1.42 之 (1) 证 明 ; 西 空间 Vr 的 Hermate 变换 T, 在 Vr 的 某 
个 基 下 的 矩阵 为 对 角 和 矩阵 . 


et 


第 2 章 范 数理 论 及 其 应 用 


在 计算 数学 中 ,特别 是 在 数值 代数 中 ,研究 数值 方法 的 收敛 
性 稳定 性 及 误差 分 析 等 问题 时 , 范 数理 论 显 得 十 分 重要 . 本 章 主 
要 讨论 n 维 向 量 空间 C" 中 的 向 量 范 数 与 矩阵 空间 C™" 中 的 矩阵 
范 数 的 理论 及 其 性 质 . 


92.1 向 量 范 数 及 其 性 质 


一 、 向量 范 数 的 概念 及 1, 范 数 


设 给 定 了 nn 维 向 量 空间 R" 中 的 向 量 序列 {x”}, 其 中 x = 
(&1® 9 人 &® ) (k= 1,2, 3,*). 如 果 每 一 个 分 量 Ee ， 当 
lmé.” 一 上 (7 一 1 ， 2， ,1) 

记 x 二 ( 色 , 色 ,，…, 名 ), 则 称 向 量 序 列 {x”} 有 极限 x, 或 称 x” 收 
敛 于 x, 简 称 {x…” } 收复 , 记 为 
mx 一 X 或 和 (名 一 > 万 
不 收敛 的 向 量 序列 称 为 是 发 散 的 . 例如 向 量 序列 
1 


a 

x = 本 (k= 1,2, 3,.) 
Sl 
k 
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而 向 量 序列 
1 
2! 


(有 


xX (k= 1,， 2， 3， …) 


是 发 散 的 .因为 > 六 一 也 1 一 一 1 而 > 圭一 oo 
显然 ,如 果 向 量 序列 {x 中 ) 收 伍 到 向 量 x, 则 向 量 序列 
{XH x) 一 (人 (6 C&O 一 所)) 
一 定 收敛 到 零 向 量 (0, 0，…,0) ;反之 亦 然 . 
当 Lmx®” 二 xX 时, 向量 x 一 x 的 欧 氏 长 度 


(k) 


| x? —x|= 
收敛 于 零 ; 反 之 , 车 有 一 向 量 序列 的 欧 氏 长 度 收 敛 于 零 ， 则 它 的 
每 一 个 分 量 一 定 收 伍 于 零 ,从 而 该 向 量 序列 收敛 于 零 向 量 . 

由 上 述 可 见 , 向 量 的 长 度 可 用 来 刻画 收敛 的 性 质 . 但 是 对 于 
一 般 的 线性 空间 ,如 何 定义 向 量 的 长 度 呢 ? 这 就 是 所 谓 范 数 的 概 
念 . 范 数 是 比 长 度 更 为 广泛 的 概念 , 现 定 义 于 下 ， 

定义 2.1 如 果 V 是 数 域 K 上 的 线性 空间 , 且 对 于 V 的 任 一 
向 量 x, 对 应 一 个 实 值 函 数 上 x1, 它 满足 以 下 三 个 条 件 : 

(1) 非 负 性 : 当 x 关 0 时 ,x|| 二 0; 当 x = 0 时 ,上 xl| = 0; 

(2) 齐 次 性 ; ||axl =|a| |x| (a€ K,x€V); 

(3) 三 角 不 等 式 :; x 十 y| 委 xl 十 yi (x,y€V). 
则 称 | xl 为 VY 上 向 量 x 的 范 数 , 简 称 向 量 范 数 . 

例 2.1 在 ” 维 酉 空间 C" 上 , 复 向 量 x 一 (&, 包 ,，…, 名) 的 
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长 度 
xl = vi Pte T+ + (2.1.1) 
就 是 一 种 范 数 . 
为 了 说 明 这 里 的 ‖ x 是 范 数 ,只 需 验 证 它 满足 范 数 的 三 个 
条 件 就 行 了 . 事实 上 有 : 
(1) 对 于 xl = Vi& 上 + 名 十 … 十 [| 名], 当 x 关 0 
时 ,显然 ex| 二 0; 当 x==0 时 , 则 |x| = v0? 十 … 寺 07”=0. 
(2) 对 任意 的 复数 a, 因 为 
ax = (aéi, aé;, ***, aé,) 
所 以 
| ax | = V1 atl +i as 十 一 十 [ee | = 
lal vi& 1+ P+ + =|la| xl 
(3) 对 于 任意 两 个 复 向 量 x 二 (&,&,…,6&),，y 二 (mm,p， 
…， 族 ) ,有 
X 十 了 一 〈 和 十 妨 ， 名 十 六，…， 扣 十 六 ) 
所 以 
| x 十 ?| = 
| xl = vil& | +lgl+…|e 1 
yl = vi nT +imw [+ 二 | ym | 
借助 于 C" 中 内 积 式 (1. 3. 24) 及 其 性 质 ,可 得 
上 xt+y|?= (x 二 +y, x 二 y) = 
(x, xX) 二 2Re(x, y) 二 (y, y) 
因为 
Rel(x, y) <| x, y) | vx, x Cy y= xl yl 
所 以 
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lx 十 ?了 用 委 1xz 有 十 2xlzl 二 7 全 = 三 
(xl|| yl >》 
即 | x 十 ?| 委 1 xzll 十 | 下 >|， 
因此 , 式 (2.1.1) 是 C: 上 的 一 种 范 数 . 通常 称 这 种 范 数 为 
2 - 范 数 , 记 作 x1;. 式 (2.1.1) 也 是 欧 氏 空间 R" 上 的 一 种 范 
数 , 这 只 要 把 复数 域 C 改 为 实数 域 R 即 可 . 
可 以 证 明 范 数 | x | ,还 满足 不 等 式 
| x ~ yl | Dx—yll (2. 1. 2) 
这 里 x, y 是 C" 的 任意 向 量 . 
事实 上 ,因为 有 
lx| = |x—y+t+y| Tx 一 yl 十 上 y| 
所 以 lxl|—lyl < lx—yl 
同 理 可 得 yl 一 上 xl 志 |y 一 x = | x 一 yl 
联合 上 面 两 个 不 等 式 , 便 得 不 等 式 (2. 1. 2). 
如 果 用 一 了 来 替代 不 等 式 (2. 1. 2) 中 的 y, 就 得 
| xl 一 由 II 入 xx 十 了 (2. 1. 3) 
不 等 式 (2.1.2) 和 (2.1.3) 在 了 R: 中 有 明确 的 几何 意义 , 即 它 
们 表示 任 一 三 角形 两 边 长 度 之 差 不 大 于 第 三 边 的 长 度 ( 见 图 
2. 1). 
. 


llx—yl| 
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癌 量 x 和 y 的 差 x 一 y, 其 范 数 就 是 x 和 y 的 两 个 终点 的 距离 . 
而 |xl 和 yl 本 身 也 表示 x 和 y 的 终点 到 它们 的 始点 (原点 ) 
的 距离 ,因而 也 可 以 用 距离 来 解释 范 数 . 

由 不 等 式 (2. 1. 2) ,可 以 证 明 向 量 范 数 是 其 分 量 的 连续 函数 . 

例 2.2 证 明 | xl = max | 有 | 是 C" 上 的 一 种 范 数 ,这 里 
x 二 (外 ,6) EC". 

证 当 x 隆 0 时 ,有 上 |x| = max|& | 二 0; 当 x 二 0 时 , 显 


然 有 xj| = 0. 
又 对 任意 的 ae EC, 有 
| az | = max|aé,|=|a| max|&|=|al| | x | 


对 CC” 的 任意 两 个 向 量 x 二 (&， &， “ey E, ) ， 一 《7 ， 2 ， ”9 
m)， 有 
| xz 二 ?| = max | 总 十 了 | 和 


max | & | 十 max | | 一 | 外 xl 十 | 
因此 ,| xl| = max | & | 是 C 上 的 一 种 范 数 . 
称 例 2. 2 中 的 范 数 为 oo - 范 数 , 记 为 外 xl 。，, 即 


xl|. = max|é | (2. 1. 4) 
例 2.3 证 明 xl = > 1& | 也 是 C* 上 的 一 种 范 数 , 其 中 
3 一 1 
X= (fb, ,6) EC 
证 当 x 关 0 时 ,显然 | xi = >，18|>0 当 x=0 时 ， 


由 于 x 的 每 一 分 量 都 是 零 , 故 x 二 0.… 


axl = D1 =lal Dsl=lal lxl 
对 任意 两 个 向 量 x, y€ C" ,有 
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1 xz 十 ?1 = 2 8 十 站 | 委 > (8| 十 | 六 1) 王 
zt 之 1 t=1 
Dy 18| 士 2， nl= zl 十 yl 
1 二 1 z=*1 


于 是 由 定义 2.1 知 x| = 了 ) | | 是 C" 上 的 一 种 范 数 . 
称 例 2. 3 中 的 范 数 为 1 - 范 数 , 记 为 x 是 ,, 即 
EI = 16 区 


为 了 易于 理解 起 见 , 用 度量 Re 中 两 点 P, QQ 的 距离 (长 度 ) 的 
大 小 对 例 2. 1、 例 2. 2 和 例 2. 3 中 的 三 种 范 数 加 以 说 明 ( 见 图 2. 2). 


人 epbea 


RCe 1, 1 ) QO #2) 


图 2.2 


显然 , 为 了 度量 两 点 P,Q 的 距离 , 除了 使 用 欧 氏 长 度 


V(& 一 m)? 十 (& 一 各)? 来 度量 外 ,当然 还 可 使 用 PR 及 RQ 中 最 
长 一 边 的 长 度 
maxt | 和 一 力 | ， |&C— | } 
来 度量 它 , 或 者 以 PR 和 RQ 两 边 长 度 之 和 
| 和 一 六 | 十 | 名 一 六 
来 度量 . 这 三 种 长 度 相当 于 平面 情形 的 向 量 范 数 1 zl,| xl- 


Ace rt 
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和 x1. 

由 例 2.1 一 例 2.3 可 知 , 在 一 个 线性 空间 中 ,可 以 定义 多 种 向 
量 范 数 , 实 际 上 可 以 定义 无 限 多 种 范 数 . 例如 ,对 于 不 小 于 1 的 任 
意 实 数 户 及 x == (el ， 5 ，，……， &,) EE C" ,可 以 证 明 实 值 函数 


(2 [ep)” Ley 
t=*1 


满足 定义 2.1 的 三 个 条 件 . 事实 上 ,该 函数 显然 具有 非 负 性 与 齐 
次 性 . 为 了 证 明 它 还 满足 三 角 不 等 式 ,只 要 证 明 不 等 式 


(Diet pr) ele 


成 立即 可 ,其 中 一 (mn, 72，“"*， 1 ) CC 
因为 


之 18é+n le Dg+n | 18 |+ 
1=* 1 1 二 1 


2 et | 
上 骨 对 它 使 用 下 面 的 Holder 不 等 式 [32 


2 ab, |< 3 la, 2 6, 1) (2.1.6) 
其 中 了 十 志 二 1, p>1,4>1 于 是 便 有 
Distab < (DIE (DIetolen) + 
( 宇 1 
(D1) + (Dlr) 
> | 各 十 六 | 
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两 端 司 除 以 ( > | 6 十 |) 证 , 便 得 所 要 的 不 等 式 . 


称 (51 | & 1?)” 为 向 量 x 的 p - 范 数 或 1 范 数 , 记 为 ‖ x,， 
即 


[el (2.1.7) 
在 式 (2.1.7) 中 , 令 p = 1, 便 得 | xli; 令 性 =2, 便 得 
| x 中 ;并 且 还 有 


xl = lim|lxl, 
pr 


事实 上 ,如 果 |&|, |&|，…, |& | 中 最 大 的 一 个 是 |& | 关 
0, 那 么 有 


xl = max|é|=|é& | 
学 站 
1 
因为 
Delr<all 
所 以 有 


p\1/p 
“| ;) < i 
由 L hospital i 二 1, 从 而 有 
lim | x , a 
有 时 依次 称 上 x 上; ，| x2, x 为, is， i 范 数 . 
例 2.4 设 和 A 是 任意 一 个 n 阶 对 称 正定 矩阵 , 列 向 量 x € R”， 
则 函数 
| xl = (xTAx)'’ (2. 1. 8) 
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是 一 种 癌 量 范 数 , 称 为 加 权 范 数 或 椭圆 范 数 9 . 
证 ”因为 4 正定 ,所 以 当 x* 一 0 时 ,| x1。 二 0; 当 x 关 0 时 ， 
xls 之 0, 即 1 xl 具有 非 负 性 . 又 因 对 任意 数 a E 及 ,有 
ax|ls = Vlax)'Aax = Vaax'Ax = 
|al VriAx =|al |xl, 
所 以 ‖ xj 具有 齐 次 性 . 
关于 它 的 三 角 不 等 式 可 推 证 于 下 . 
由 于 4 为 正定 ,所 以 存在 非 奇 异 矩 阵 P, 使 PTAP = I 从 而 
A= (PO) P= (PI)P =B'B 
这 里 B= 二 PP "', 非 奇异 . 于 是 
| xls = VxiAxr 一 VxIB Br = VBx)'Bx = | Bx|. 
从 而 
| x 二 yl， = | BCx + y) | 2 | Bx + By | ， 委 
| Bx 1 二 Bl 一下 xl 十 ya 
例 2.5 在 区 间 [a, 6] 上 定义 的 实 连 续 函 数 的 集合 ,关于 通 
常 函 数 的 加 法 及 实数 与 函数 的 乘法 而 言 , 构 成 及 上 的 一 个 线性 空 
间 ( 见 例 1.12). 可 以 验证 


FO =| 17 ld 


| fC | ,= | | f(2) a] (1 过 p= oo) 
| fC 1 = ,max | f02) | 
都 满足 范 数 定 义 的 三 个 条 件 . 因此 ,它们 都 分 别 是 该 线性 空间 上 
的 范 数 . 
例 2.6 给 定 线性 空间 VV 的 基 x1 ,x2，…, XxX, 设 xEV' 在 
该 基 下 的 坐标 向 量 为 x = 二 (& , 色 ,…,&)7 ,那么 


@ 若 4 为 Hermite 正定 和 卸 阵 ,xz € C" ,该 例 也 成 立 ( 需 要 将 xT 改 为 YE)， 
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lx 一 xl 过 广 一 十 cc) 
满足 范 数 定义 的 三 个 条 件 . 因此 , 它 是 V 上 的 范 数 , 也 称 为 x 的 
P - 范 数 . 
按照 例 2. 6 的 方式 ,可 以 在 线性 空间 V* 上 定义 多 种 不 同 的 向 
量 范 数 . 这 样 的 向 量 范 数 不 仅 依赖 于 C"(R”") 上 的 向 量 范 数 ,而 且 
与 V" 中 基 的 选取 密切 相关 . 


一 、 线 性 空间 V" 上 的 向 量 范 数 的 等 价 性 


前 面 已 经 指出 ,在 数 域 K 上 的 线性 空间 了 ,特别 是 在 C" 上 可 
以 定义 各 种 各 样 的 向 量 范 数 ,其 数值 大 小 一 般 不 同 . 但 是 ,在 各 种 
癌 量 范 数 之 间 存在 下 述 重 要 关系 . 

定理 2.1 设 x。 和 xj 为 有 限 维 线性 空间 V 的 任意 
两 种 向 量 范 数 (它们 不 限于 p - 范 数 ) , 则 存在 两 个 与 向 量 x 无 关 的 
正常 数 c 和 cs ,使 得 不 等 式 

olxls< lzl seolzl CVxeV) (2.1.9) 

成 立 . 

“证 如果 范 数 上 x。 和 上 xs 都 与 一 固定 范 数 璧 如 例 2. 6 
的 范 数 x; 满足 式 (2. 1. 9) 的 关系 , 则 这 两 种 范 数 之 间 也 存在 
式 (2. 1. 9) 的 关系 . 这 是 因为 车 存在 正常 数 ci ,cz 和 cr，, cz ,使 

clxl:< lxl。. elxl:; 

cxlse lxl;: es lxlls 
成 立 , 则 显然 有 

ocr ss 中 和 elez 几 计 人 | 
令 Ci 一 加 C2 一 czcz , 便 得 不 等 式 (2. 上 因此 ,只 要 对 有 二 2 
证 明 不 等 式 (2. 1. 9) 成 立 就 行 了 . 
设 V 是 n 维 的 , 它 的 一 个 基 是 xi, x，…, x,, 于 是 V 中 的 任意 
癌 量 x 可 表示 为 
i 
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由 例 2.6 知 
外 放生 十 | 和 天 十 十 | 名 下 
注意 
| xl, = |éx t+éx 二 十 x | 。 
它 可 视 为 2 个 变量 6 ， G2 ,6 的 函数 , 记 为 
PA, Gs, &) 一 | x | 。 
容易 证 明 p(&1 ，&，…， 6&) 是 连续 函数 . 事实 上 , 若 令 妆 一 名 xi 十 
&xz 十 十 x E 人 六, 则 
| | 
| PC 人 名， 总) 一 PC 名 6) | 一 
hw he Rls es | 
上 (& 一 x 十 一 十 (& 一 各 )x; | 。 声 
| 在 一 外 1 和 | 十 和 十 | 各 一 总 | x 上。 
由 于 |x, 有。(z==1,2,…,n) 是 常数 ,因此 当 & 与 &, 充 分 接近 时 ， 
p(&1 , &， ey &) 就 与 ‘2 G6) 充分 接近 。 这 就 说 明了 
pl 名， 名，…， 后) 是 连续 函数 . 
根据 连续 函数 的 性 质 可 知 ,在 有 界 闭 集 
S= {8, ,61+ 二 + +| | =1) 
上 ,函数 pg(&，&，…，, 所 ) 可 达到 最 大 值 c 及 最 小 值 cl. 因为 在 S 


中 ,é&, 不 能 全 为 零 ,所 以 0 ee 
_ 
A ee i i 


则 其 坐标 分 量 满足 


Fe Te 


2 


2 
+ 十 | 人 
| xz | ， 


名 é 
站 +| Te 
因此 y € S$S. 从 而 有 


0 一 ci 魏 171 .= 9 (TT 


Cm LE < 
| :ge Se 
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但 y= , 故 


Te 
| x 
| xz ， 


C1 二 2 


即 
clxzls 委 lzxzl。. 迄 cxzll， 
当 x 二 0 时 ,上 式 亦 成 立 . 证 毕 
如 果 x 上 。 和 上 xls 都 是 i xj ,Cp = 1, 2，co) ,那么 不 等 
式 
1xzl- 委 xl 和 zlxll- 
| xl < xl: Val x|. 
成 立 . 以 上 两 式 表 明 , 对 某 一 向 量 x 而 言 ,如 果 它 的 某 一 种 范 数 小 
(或 大 ) ,那么 它 的 另 两 种 范 数 也 小 (或 大 ). 
定义 2.2 满足 不 等 式 (2. 1. 9) 的 两 种 范 数 称 为 是 等 价 的 . 
于 是 定理 2.1 可 述 为 :有 限 维 线性 空间 上 的 不 同 范 数 是 等 
价 的 . 
利用 回 量 范 数 的 等 价 性 ,容易 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 2. 2 Cr 中 的 向 量 序 员 x* 2 (2&2 je 
k=1,2,3,.. 收 钱 到 癌 量 x = (&, £2,"*， &,) ee ie 
任 一 种 范 数 上 。| 名, 序列 {x% 一 x } 收敛 于 零 . 
证 ”利用 范 数 的 等 价 性 , 易 知 只 要 对 于 一 种 范 数 进行 了 证 
明 , 则 对 任何 一 种 范 数 也 都 成 立 . 为 此 取 .= | .| -。. 
充分 人 性. 设 | xx 一 x| .一 0, 即 
max | 和 一 让 | 一 0 
但 是 
1g 一 吉 | 和 max | 和” 一 和 | GQG=1,2,.,n) 


@ 不 加 下 标的 记号 外 ， | 泛 指 任意 一 种 范 数 
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从 而 
| 82 一 日 | 一 0 GQ =1,2,.…,n) 
即 Xe 一 x. 
必要 性 . 设 x 一 x, 则 x” 一 x 一 0, 即 向 量 
(8 一 入 一色 ,一 咎 ) 
的 每 一 个 分 量 收敛 于 零 . 于 是 对 任意 s 这 0, 对 第 一 个 分 量 ,可 以 
找到 书 ， 当 玉 之 局 时 ,有 


| 全 —& |<e 
对 于 第 二 个 分 量 , 可 以 找到 ki, 使 & 之 局 时 ,有 
| & °C—& |<=e 


故 当 上 汪 > k= 二 max(k1，ki) 时 ,有 
| E26 |<e G= 1,2) 
同样 可 以 找到 有 s， 依 此 类 推 ,可 以 找到 有 ,， 当 有 汪 >, 时 ,有 
| E27 —& |<e G=1,2,.,n) 


故 max | 和 —& |<e 
即 x 一 xx 有 -一 es 
从 而 可 知 序列 {x 中 一 xx | 收敛 于 零 . 证 毕 


定理 2.2 表明 ,尽管 不 同 的 向 量 范 数 可 能 具有 不 同 的 大 小 , 然 
而 在 各 种 范 数 下 考虑 向 量 序列 的 收敛 问题 时 , 却 表 现 出 明显 的 一 
致 性 . 这 就 是 说 ,如 果 疝 量 序列 {x”} 对 某 一 种 范 数 上 。， | 收敛 ， 
且 极 限 为 x, 则 对 其 他 范 数 这 个 序列 仍然 收敛 ,并 且 具 有 相同 的 极 
限 x. 


习 题 2.1 


1. 求 向 量 e= (1，1，…，1) 的 ,ls 及/ 范 数 . 
2. 在 及 中 ,将 向 量 x = (6 ,名 ) 表示 成 平面 上 直角 坐标 系 中 的 点 (&， 
旬 ) ,分 别 画 出 下 列 不 等 式 决 定 的 x 全 体 所 对 应 的 几何 图 形 . 
lxli<1l, lxl:<1, lxl。<l 
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3. 证 明 例 2. 5 所 给 各 题 . 

4. 设 上 x1, 与 xl 是 C" 上 的 两 种 范 数 ,又 & ,ks 是 正常 数 ,证 明 下 
列 函 数 

(1) maxC x。, | x g); 

(2) ki |x。 十 | x|,. 
是 C" 上 的 范 数 . 

5. 设 和 矩阵 S E C"””" 列 满 秩 , 给 定 C" 上 的 一 种 向 量 范 数 . 上 . | ,证 明 

lxils= lsSx| (YxEC) 

是 C" 上 的 向 量 范 数 . 


82.2 矩阵 的 范 数 


惩 阵 空间 C" ”是 一 个 zzz 维 的 线性 空间 ,将 mXn 和 矩阵 A 看 做 
线性 空间 C”” 中 的 “向 量 ”, 可 以 按照 例 2.6 的 方式 定义 4 的 范 
数 . 但 是 ,矩阵 之 间 还 有 乘法 运算 , 它 应 该 在 定义 矩阵 范 数 时 予以 
体现 . 


定义 2.3 设 AE€C” ,定义 一 个 实 值 函数 ‖ 4 | , 它 满足 以 
下 三 个 条 件 

(1) 非 负 性 : 当 A 和 4 隆 O 时 ,41 二 0; 当 4 = 二 O 时 ,41 = 
0 

(2) 齐 次 性 :| 1 =|a| 141 (a€ DO); 

(3) 三 角 不 等 式 : 1 4 十 中 | 过 4 十 BI (BE CC"). 
则 称 | 4| 为 4 的 广义 矩阵 范 数 避 ]. 

若 对 C”,C™ 及 C"% 上 的 同类 广义 矩阵 范 数 外 .| 9 ,还 应 


QD 这 里 的 “同类 ”是 指 ,实数 141 和 4E Cm 实数 BH 和 BE Cn .实数 
| 4B8 | 和 (4B) E Cmxi 的 对 应 规则 是 相同 的 . 
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满足 下 面 一 个 条 件 : 
(4) 相 容 性 : 
14B11 委 48 (BEC™) (2. 2. 1) 
则 称 eA1 为 4 的 矩阵 范 数 . 

同 向 量 的 情况 一 样 ,对 于 抢 阵 序列 也 有 极限 的 概念 : 设 有 一 个 
矩阵 序列 {A 中 ), 其 中 A E CE 一 1，2，…) 用 xz 铭记 4” 的 
第 : 行 第 7 列 的 元 素 , 且 a 都 有 极限 <， 则 称 {(4”} 有 极限 A 二 
(a, ) ,或 称 4 收敛 于 和 矩阵 4, 记 为 

hmA® 一 A 或 A 一 A 
不 收敛 的 矩阵 序列 称 为 发 散 的 . 于 是 可 以 证 明 :4” 一 4 的 充 要 条 
件 是 eA 一 A 一 0. 

由 定义 2.3 的 条 件 (3), 并 仿 式 (2.1.3) 的 证 明 方 法 可 得 

不 等 式 
[1141 一 8 入 1 4 一 吾 | 

由 此 可 以 证 明和 矩阵 范 数 的 连续 性 , 即 由 

A®—A 
可 以 推出 

1 4 让 一 下 4 
事实 上 ,由 上 面 的 论述 知 , 当 42 一 4 时 , 142 一 4 一 0, 但 是 
| 142 一 4 和 142 一 4 
于 是 当 上 4 一 A 一 0 时 , 便 有 4 中 一 41. 
例 2.7 已 知 4 二 (a,)w EC , 试 证 明 下 面 两 个 函数 


n 
141。= > 1a,|, Al =n. max|a, | 
17 一 工 + 


都 是 C""” 上 的 矩阵 范 数 . 
证 “对 于 函数 ‖ 4 | 。 面 言 , 它 显然 具有 非 负 性 与 齐 次 性 ， 
现 仅 就 三 角 不 等 式 与 相 容 性 加 以 验证 于 下 . 
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14+Bl, = 3 | a 二 +b, | 过 2 ay | 十 | 5b, |) = 


Di bs 


[TAN + Bl, 


| 4B | 。 = . | anay 二 + aaby 二 + 十 anb, | 声 
Da ott tha lb D) < 
Da lt tla |) x 
> Pl ts 


pa |: Dl I= 141 11B1。 


因此 , | 4 | 。 是 4 的 矩阵 范 数 

同 理 可 证 , ‖ 4 | 。 也 是 4 的 矩阵 范 数 . 

如 同 向 量 范 数 的 情况 一 样 ,矩阵 范 数 也 是 多 种 多 样 的 . 但 是 ， 
在 数值 方法 中 进行 某 种 估计 时 , 遇 到 的 多 数 情况 是 :矩阵 范 数 常 与 
向 量 范 数 混合 在 一 起 使 用 , 而 矩阵 经 常 是 作为 两 个 线性 空间 上 的 
线性 映射 (变换 ) 出 现 的 . 因此 ,考虑 一 些 矩 阵 范 数 时 ,应 该 使 它 能 
与 向 量 范 数 联系 起 来 . 这 可 由 和 矩阵 范 数 与 向 量 范 数 相 容 的 概念 来 
实现 . 下 面 引 和 人 这 个 概念 . 

定义 2.4 ”对 于 C”” 上 的 矩阵 范 数 外 。|| wx 和 C" 与 C" 上 的 
同类 向 量 范 数 外 。 | vy ,如果 

14ax lv 委 141xlxzlvCVvAEC VEC") 
(C23272) 

则 称 和 矩阵 范 数 | 。| x 与 向 量 范 数 ‖| .|| 是 相 容 的 . 

例 2.8 设 A== (4,)wmx EC ,证明 函 数 
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141 zx = > | a 上) = (tr(AFA))Y? (2.2.3) 


1 一 ] 了 一 


是 C™ 上 的 矩阵 范 数 ， 目 与 向 量 范 数 上 |， 上; 相 容 . 

证 显然 , eA41s 具 有 非 负 性 与 齐 次 性 . 设 A 的 第 ) 列 为 
0207 三 1,，2，……,n)、，B € C”" 的 第 7 列 为 b,(y ==1,2,，……, nn)， 
则 有 

1 4 十 如 上 一 |ath lt+… 二 + | a 二 +b, 1? < 
(| ai | :十 Bb 2) 十 
“十 (a,| ;+ | b, 12)? = 
(az 二 +… 十 a 有 2 十 
2( a | > || b, 上 2 十 … 十 | a, || > | 5， | >) 十 
Cb lt | b, | 2) 
对 上 式 第 二 项 应 用 式 (1. 3. 12) ,可 得 
ee [Als+2lAlrlBls+ | Bl = 
(CAs+ lBls)’ 
即 三 角 不 等 式 成 立 . 


再 设 B= (2 )wi € C™, 则 AB 二 (》)anbs ) ，E Co ,于 是 
二 1] 
有 


> 


一] 


对 上 式 括号 内 的 项 应 用 式 (1. 3. 12) ,可 得 
laB ls < PPE Lat) (D161)]= 


om 


ep 


|AlzElBI?S (2 


ES 
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即 4 s 是 4 的 矩阵 范 数 . 

在 式 (2. 2.4) 中 取 B= 二 xE€C”™, 则 有 

IAx|,= |ABlls< AlslBl|e= |Allslxl:; 
即 和 矩阵 范 数 | 。 | 5 与 向 量 范 数 外 。 | : 相 容 . 

范 数 (2. 2. 3) 又 称 为 Frobenius 范 数 , 或 简称 为 F- 范 数 .为 了 
与 例 2. 7 的 两 种 范 数 一 臻 起见 ,这 一 范 数 亦 可 用 ‖ 4 | 表示. 

| 和 4s 有 一 特点 , 现 以 定理 给 出 于 下 . 

定理 2.3 设 AEC”, 且 PE CGC” 与 @ € C™" 都 是 西 算 
阵 , 则 

IPAl|s= |Alls= | A401s 

即 给 4 左 乘 或 右 乘 以 酉 矩阵 后 ,其 外。 | s 值 不 变 ( 在 A ER” 


时 ,P 和 0Q 都 是 正 交 矩阵 ). 
证 ”车 记 4 的 第 ; 列 为 a,(y = 二 1,，2,…， 1), 则 有 
| P4 | 三 | Pla, as, ,a,) lt = 


| (Pal, Pa;, *…, Pa,) | 2 = 


n n 
SPa,l?i= > ol 一 1Al? 
1 尘 1 


即 上 P4 :二 4s. 于 是 
I401|5= | (40)" 1 = |"4A" ls = 
[Als= |Alls 证 毕 
推论 ”和 4 本 (或 正 交 ) 相似 的 矩阵 的 下 - 范 数 是 相间 的 , 即 
若 B 二 0 "40, 则 Bls== 141r, 其 中 @ 是 酉 矩阵 . 
例 2.9 设 |‖ .lv 是 C2" 上 的 矩阵 范 数 , 任 取 C" 中 的 非 零 
列 向 量 y, 则 函数 
lxlvy= 一 xl (Vx EC') (2. 2. 5) 
是 C" 上 的 向 量 范 数 , 且 矩 阵 范 数 外 。， | w 与 向 量 范 数 | ， | * 
相 容 . 
证 非 负 性 . 当 x 关 0 时 ,xy” 关 O, 从 面 | xllv > 0; 当 
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xz 一 0 时 ,zy ”二 O, 从 而 ‖ xy = 0. 
齐 次 性 . 对 任意 &E C, 有 … 
| gx ly = Rry® lm =lk| xy sm =l| xlly 
三 角 不 等 式 . 对 任意 ,x EC, 有 
| zx 十 xs | v = | (Xi 十 Xe)y | w 一 
| xy" + xy lu 扫 
xy mt | xoyr lm = 
| xlv 十 | 外 xs|ly 
因此 ,| xllv 是 C 上 的 向 量 范 数 . 当 4AE C**,xE€EC 时 
| Ax ly= hx) 中 w= AG) lw < 
Amlxy lx= |Allmlxly 
所 以 矩阵 范 数 上 。 || wx 与 向 量 范 数 外 。 || v 相 容 . 


二 、 几 种 常用 的 矩阵 范 数 


现在 给 出 一 种 规定 和 矩阵 范 数 的 具体 方法 ,使 矩阵 范 数 与 已 知 
的 向 量 范 数 相 容 . 

定理 2.4 已 知 C” 和 C 上 的 同类 向 量 范 数 | 外 .| , 设 
A EC” , 则 函数 


上 141 = max | Ax | (2. 2. 6) 


是 C”"” 上 的 和 矩阵 范 数 , 且 与 已 知 的 向 量 范 数 相 容 . 

证 ”由 向 量 范 数 是 其 分 量 的 连续 函数 的 性 质 可 知 , 对 每 一 个 
矩阵 4 而 言 ,这 个 最 大 值 都 是 可 以 达到 的 ,也 就 是 说 ,能 够 找到 这 
样 的 向 量 x。, 使 得 Dx。 = 二 1, 而 | Ax。 | = 141. 

非 负 性 . 当 A 关 OQ 时 ,存在 x。E€ C" 满足 ex = 1, 使 得 
Ax。 关 0, 从 而 


QD 还 可 定义 141 = sup 各 | = sp 1 4x1. 
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| 4 站 4xo | > 盖 0 


当 4=O 时 ,|‖4| = max | Or | 一 0 

齐 次 性 . 设 a EC, 则 有 

Al = max loAxl 一 [xl max Ax =|lal |41 

三 角 不 等 式 . 设 B € C” ,对 于 矩阵 A 十 B, 存 在 x EC" 满 
足 上 Vx = 1, 使 得 

| A+B = | (A+B)x | 
于 是 
| 4+Bl = | Axi+Bx| < 


| ax | 十 |Bx ll 委 141 十 下 BH 
下 面 证 明 , 对 于 任意 的 yE C 及 A € C”™, 有 
[Ay| 过 |Al yl 


当 y = 0 时 ,结论 显然 成 立 ; 当 y 关 0 时 , 令 六 二 和》' 风 
ly1 =1, 且 有 上 4y。| 三 Aj, 于 是 
Ay = | 4Cyl y) | = 
yl Ayol 志 lyl lA 
即 结论 亦 成 立 . 
最 后 证 明 ,对 于 任意 的 4 EC 及 下 € C™, 有 
14B1 委 外 ANTBI 
对 于 矩阵 4B ,存在 xz EC: 满足 ex; | = 1, 使 得 
| 4B | = | (4B)x; | 
利用 Ay 过 41 中 y| ,可 得 
|4B| = IACBx:)|| < 中 Al Br; < 
1AN BI xl = IAIBI 
即 41 是 4 的 矩阵 范 数 . 证 毕 


称 由 式 (2. 2. 6) 给 出 的 矩阵 范 数 为 “由 向 量 范 数 导出 的 矩阵 
范 数 " ,简称 为 从 属 范 数 . 对 于 C”™ 上 的 任何 一 种 从 属 范 数 , 有 


mea 
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lIl = max | 天 1 一 1 


但 对 于 一 般 的 矩阵 范 数 ( 设 该 矩阵 范 数 与 某 向 量 范 数 相 容 , 见 例 
2. 9) ,由 于 
lx| = |iEIl < lI lx| 

对 任意 的 x EC 成立 ,所 以 eI 大 1. 

上 面 论述 表明 ,矩阵 范 数 是 与 向 量 范 数 密切 相关 的 ,有 什么 样 
的 向 量 范 数 就 有 什么 样 的 矩阵 范 数 . 当 在 式 (2. 2.6) 中 取向 量 x 
的 范 数 上 x] 依次 为 |1xzla， lxzls，llxll= 时 ,就 得 到 三 种 常 
用 的 矩阵 范 数 , 依 次 记 为 eA ;， 上 41;， 中 41 。. 至 于 这 三 种 
矩阵 范 数 的 值 ,可 以 用 和 矩阵 4 的 元 素 及 AF4 的 特征 值 具体 地 表示 
出 来 . 现 陈述 如 下 . 

定理 2.5 设 和 4 一 (ay)w EC™", X= (6 ,ba,'", 6)' EE 
C", 则 从 属于 向 量 x 的 三 种 范 数 上 x 上 ;1， 上 x。，|| x 1。 的 矩阵 
范 数 依次 是 ， 


(1) Al = max2), | a, |; C9. Dy 
了 1 一 ] 

(2) |41 = wa， 为 4a4 的 最 大 特征 值 ; (2. 2. 8) 

(3) A1 .= max > ， [0 (2. 2. 9) 


通常 称 141 ,，l 4; 及 上 4。 依次 为 列 和 范 数 , 谱 范 数 
及 行 和 范 数 . 
证 (1) 设 |xlla=1, 则 


hx = 3) | Ds |< DD 1a, 11s |= 
1=*1] ;三 1 1=*1] J 三 1 
> 1 | (2 11a, |)< 
了 一 1 ?一 ] 
(max 2, la 1) 1 | 一 max 之 ， 下 
1 二 1 了 一 1 1 一 】 
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因此 有 
Al = mes, Ar < maxD lo 
选取 ,使 得 
Das l= maxD) | 0, | 
令 为 第 个 单位 坐标 向 量 , 则 有 


Axo, 一 《al1k， dzk» 5 人 
[A = max | Axl > | hrol ;一 
1 一 


2 | as = max 2 区 , 
因此 式 (2. 2.7) 成 立 . 
(2) 因为 A "A 是 Hermlte 和 矩阵 , 且 由 
xi(AHA)x = (Ax)(Ax) = | Ax ;>0 
知 4n4 是 半 正 定 的 ,从 而 它 的 特征 值 都 是 非 负 实数 , 设 为 
A A 0 
由 于 A"A 是 Hermite 和 矩阵 ,因此 它 具 有 1 个 互相 正 交 的 且 7， 
范 数 为 1 的 特征 向 量 xi， xi ，… ,x ,并 设 它们 依次 属于 特征 值 4， 
A，"…，4。. 于 是 ,任何 一 个 范 数 上 x 上 ;= 1 的 向 量 x, 可 以 用 这 些 
特征 向 量 线性 表示 ， 即 有 
一 外 Xi 十 名 oo 十 … 十 各 X， 
由 于 


hnhx = DIArAGx, = SChahr) — DEx, 
因此 有 加 本 
| Ax | = Cr, hahr) = (Dgx,, Sex,)=— 
A1 1 上 十 42 | ee |I&| < 


让 
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Mi(| 挟 | 十 | 皇上 十 十 | 和 上 时) 三 和 
从 而 有 
1412 一 max lAxrl: < va 
男 一 方面 ,由 于 xi ;== 1, 面 且 
| 4xi | 时 二 (xX1， ATAx1) = (xi;, AiX1) 一 Ai 
所 以 
141: = max | 4x | : 之 | 4x， 外 = WA 
因此 式 (2. 2. 8) 成 立 . 
(3) 设 xl. =1, 则 


nm 
| Ax | = max| Ss |< 
1 
max > |a, ||é| < max) | a, | 


从 而 有 Ae = max | Ax | . < max | a, 
选取 有 ,使 得 
> | |= max?) | a, | 
= ”Je=1 


邻 
办 ] (a = 0) 
| 2 
Tn Uh 
Ay = x ,|ag |, *,*, x*)! 
了 一 1 
从 而 


1 41 -= ,max | 4x | = 之 Ay 二 
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32 和 窍 阵 花 


> | ap [= max >) | a, | 
因此 式 (2. 2. 9) 成 立 . 证 毕 
必须 指出 , 除 定理 2.5 给 出 的 三 种 常用 范 数 外 ,Frobenius 范 
数 也 是 一 种 常用 的 和 矩阵 范 数 . 同时 还 可 证 明 ,在 C"” 上 ,不仅 从 属 
范 数 , 而 且 所 有 满足 定义 2. 3 的 矩阵 范 数 都 是 互相 等 价 的 ， 


习 题 2.2 
i 3 
1. 求 和 矩阵 A 二 [_1 2 口 和 B 一 | 
| | ;. 
2. 设 4 为 矩阵 和 4 E Cn 的 特征 值 ,证 明 1 | 过 V A”. 
3. 对 于 定理 2. 5 中 的 三 种 范 数 , 请 举 出 矩阵 例子 ,使 它 的 一 种 范 数 小 于 
1 ,而 其 他 两 种 范 数 并 不 小 于 1. 
4. 设 矩 阵 和 非 奇 异 ,4 是 它 的 任意 一 个 特征 值 ,证 明 


下 的 I 


1 
1 1 TAT 


5. 设 可 逆 方 阵 SE R”, 目 知 xls= Sx 上; 是 R* 上 的 向 量 范 数 . 若 
4s 表示 R” 上 从 属于 向 量 范 数 x s 的 矩阵 范 数 , 试 导出 和 4 上 s 与 矩 
阵 的 2 - 范 数 之 间 的 关系 式 ， 

6. 设 和 A4E C” ,xE€ CC, 证 明和 矩阵 范 数 | 4 1。 与 向 量 范 数 | zl (1 所 
旋 < co) 相 容 . 


2.3 范 数 的 一 些 应 用 
在 本 章 序言 中 已 初步 指出 了 范 数 的 应 用 场合 . 本 节 再 列举 几 
点 应 用 . 
一 、 和 矩 阵 的 非 奇 异性 条 件 
设 AE C*™, 可 以 根据 范 数 | 4 | 的 大 小 来 判断 I 一 A 是否 为 


四 
四 
村 
六 
访 
和 
下 
K 
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。 非 奇 异 矩 阵 . 


定理 2.6 设 4E C™ ,上 且 对 C*” 上 的 某 种 矩阵 范 数 上 ，|| ， 
有 | 41 <1, 则 矩阵 工 一 和 非 奇 异 , 且 有 


_ A)! Il 
| (I— A) | < 和 Tai (2. 3. 1) 


证 “” 设 矩阵 范 数 上 41 与 向 量 范 数 | xillv 相 容 ( 见 例 2. 9)， 
如 果 det(I 一 A ) = 0, 则 齐 次 线性 方程 组 (I 一 4 )x 一 0, 有 非 零 解 
党 0 9y 即 有 

(FT 一 4)xz 一 0 (xo 0) 
从 而 有 
lx lvy= | Axollv< Al x lv < xy 
这 是 一 个 矛盾 , 故 det(I 一 A ) 关 0, 即 I 一 4 非 奇 异 . 
再 由 (I 一 A4)-1(I 一 A) 一 工 可 得 
(一 4) 一 了 (一 人) 4 
于 是 jaa4)7| 1+ (4) | 41l 


i 本 
LOT :证 此 


现在 考虑 这 样 一 个 问题 ;车 矩阵 4 的 范 数 上 A 很 小 , 且 由 于 
1 41 是 它 的 元 素 的 连续 函数 , 所 以 矩阵 4 接近 于 零 矩 阵 O， 
而 I 一 O 的 逆 矩 阵 为 工 ,那么 ,CI 一 人) 与 单位 矩阵 工 的 逼近 程度 
可 由 下 面 的 定理 给 出 . 

定理 2.7 设 AEC”, 且 对 C™"* 上 的 某 种 矩阵 范 数 ‖。|， 
用 41 二 1, 则 


Alc sl 
IA4) | <ITAT (2. 3. 2) 


证 ”因为 1 41 二 1, 所 以 (I 一 4) ! 存在 . 又 由 
(I—A)—I=—A 
右 乘 (I 一 A) ,得 
一 (TI 一 4) 一 一 4CE 一 4) 
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再 左 乘 4, 并 整理 得 
4(I 一 4) 一 4 十 4[4(CI 一 人) ] 
取 范 数 
| 


故 
Al 
1 一 上 4] 


证 毕 


I-(I—A4)" | =| -Ad—A)!| < 


“ 二、 近似 逆 和 矩阵 的 误差 一 一 逆 和 矩阵 的 摄 动 


设 4= (a,) EC 的 元 素 a, 带 有 误差 ga, (1, J 一 1, 2, …， 
2)9, 则 准确 矩阵 应 为 4 十 384, 其 中 54 二 (5a, )@. 若 4 为 非 奇异 
矩阵 ,其 逆 矩 阵 4 与 (4 十 84)"! 的 近似 程度 ( 摄 动 ) 如 何 呢 ? 关于 
这 个 问题 ,有 如 下 的 摄 动 定 理 . 

定理 2.8 设 AEC” 非 奇异,B € C™", 上 且 对 C*”* 上 的 某 种 
和 矩阵 范 数 | .省 , 有 上 4181 二 1, 则 有 以 下 结论 ，; 

(1) 4 十 B 韭 奇异， 


(2) 记 F=I—(I+A1B)-, |F| <— 14 了 | 


1— 141BI] 
上 1141 一 (4 十 B)7! | | A471B| 
Se 
证 ”由 于 上 471B1 <1, 所 以 下 一 428|1 二 1, 根 据 定理 
2.6 可 得 (I 十 4 'B) 非 奇 异 ,从 而 4A 十 B 二 4(I 十 4-1B) 非 奇 异 . 
在 定理 2.7 中 ,将 A4 换 作 一 A-18B, 即 得 结论 (2). 再 由 


@ 又 称 625 (1, J 二 1,，2,…, n) 为 4 的 元 案 的 扰动 
@ 又 称 54 为 4 的 摄 动 矩阵 ， 


TN 
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4 一 (4 十 了 )- 一 [TI 一 (十 4 了 ) 一 4- 
取 范 数 , 并 利用 结论 (2) ,可 得 


| A! 加 时 (4 十 加 ) 一 : | 过 | 4 | 


1 一 | 4 号 | 
即 结论 (3) 成 立 . 证 毕 
在 定理 2. 8 中 , 若 令 
cond(4) 一 41 1 4 
则 当 1 4 1 84 1 二 1 时 ,由 结论 (2) 与 (3) 可 得 


14 | 


cond(A) | 
0 
1 > cond(A) AT 
cond(A) | 34 1 
14 一 (4 十 3 站 一 | 4 | 
wl es | 54 | 
Om 
En TA1 


称 cond(4) 为 矩阵 4 的 条 件数 , 它 是 求 矩 阵 逆 的 摄 动 的 一 个 重要 
量 . 一 般 说 来 ,条 件数 愈 大 , (4 十 54) ! 与 4 的 相对 误差 就 愈 大 . 


三 、 和 矩阵 的 谱 半径 及 其 性 质 


矩阵 4 EC" 的 谱 半 径 在 特征 值 估 计 、 广 义 逆 和 矩阵、 数值 分 析 
以 及 数值 代数 等 理论 的 建树 中 ,都 占有 极其 重要 的 地 位 . 现 论述 


如 下 ， 
定义 2.5 设 A EC 的 nn 个 特征 值 为 A1， A2， ***， X44， 称 
0(4) = max | 4, | (2..3.3) 
为 4 的 谱 半 径 . 


定理 2.9 设 AE€ GC”™, 则 对 C™*” 上 任何 一 种 矩阵 范 数 
上 |。 站 ,都 有 
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o(C4) 委 1 41 (2. 3. 4) 

证 设 4 的 属于 特征 值 的 特征 向 量 为 x, 取 与 矩阵 范 数 

| 。 | 相 容 的 向 量 范 数 ‖ .|| v( 兄 例 2. 9), 则 由 Ax = Xx ,可 得 
[al lxly= laxly= |Arlvy< lA lxrlly 


因为 x 关 0, 所 以 


[14| 志 4| 
对 4 的 任 一 特征 值 成 立 , 从 而 o(4) 委 上 4 |， 证 毕 
例 2. 10 ”试用 和 矩阵 
TI-ji 3 ee 
4=| ， 1 YY 


验证 式 (2. 3. 4) 对 三 种 常用 范 数 的 正确 性 . 
解 因为 det(QT 一 4 ) 一 (一 1)2 一 5, 所 以 1 (4) = 1 十 V5， 


(4) = 1 一 V5, 从 而 
o(4) 一 1 十 V5 
又 14la= 141。=3 十 V2, 而 
MA 二 | 6 ee 
5 一 5j 11 
det(T 一 4 4) 一 和 驻 一 171 十 16 
由 此 得 X41(4"4) = 16, hz(4a4) 一 1. 于 是 有 
14; = VC4E4) 一 4 
故 得 
pA)< 141， oh)<141:， oh4) < 一 14|1。- 
例 2.11 设 A4EC™, 则 p44) = [pCA)J(k = 1, 2,.). 
证 设 A 的 n 个 特征 值 为 41, Xs，,，…, 4, ,根据 定理 1. 29 可 
得 ,4 的 个 特征 值 为 + ,xX，… ,XA*. 于 是 有 
o(4 ) = max | 4: | 一 (Cmax | 和 |) = [o(C4)]: 


例 2.12 对 任意 非 奇异 矩阵 4 E C™”, 则 4 的 谱 范 数 为 


第 2 章 范 数理 论 及 其 应 用 。137 。 


141。， = po:(484) = po (44 ) 《2 3557 
当 4 是 Hermite 矩阵 时 , 则 
| 4 1 = pC4) (2. 3. 6) 


证 141 ,= V45A4 前 模 最 天 特征 值 = 
; VDCAEAJ = ov2(48A) 
根据 定理 1. 16,445 与 4a4 有 相同 的 特征 值 ,从 而 有 
| A | 二 1/2 (ANA) == 0 (AA") 
当 4a = A 时 ,有 
1413 = p044) = p(Ah’) = po (4) 

故 有 | 4A; = p(4). 

一 般 说 来 , 谱 范 数 4A, 和 谱 半 径 o(4) 可 能 相差 很 大 ,读者 
试 举例 说 明之 . 

定理 2.10 设 4Ec" ,对 任意 的 正 数 e, 存 在 某 种 矩阵 范 数 
| | My 使 得 


141w 和 po(4) 十 e (2. 3.7) 
证 “根据 定理 1. 29 ,存在 可 逆 和 矩阵 PE C”™ ,使 得 P 4P 一 
J. 记 
和 一 diag(A，M2，，…，An) 
0 0 
0 62 
I = 人 (6 一 0 或 1) 
0 6-1 
0 
则 有 了 = A 十 I 这 里 , 访 , 4;，…，, 1, 是 4 的 2” 个 特征 值 . 令 
D= diag(l, e, '*, e™') 
则 有 
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(PD)-4(PD) 一 DJD 一 4A 填 村 
记 S = PD ,那么 S$ 可 逆 , 昌 有 


1S 4S 1 =14 十 可 | 和 妥 o(4) 十 s 
容易 验证 , ‖ 4 上 um = 1sS-4S 1: 是 C"” 上 的 矩阵 范 数 , 于 是 可 得 
141w= ISAS| 委 po(4) 十 s 证 毕 


需要 指出 ,定理 2. 10 中 构造 的 矩阵 范 数 ‖ 。|| vm 与 给 定 的 和 矩 
阵 4 密切 相关 , 因此 式 (2. 3.7) 对 另外 的 矩阵 BE C* 不 一 定 
成 立 . 


站 题 2.3 


1 设 4E C™ 可 逆 ,B € C"”, 若 对 某 种 矩阵 范 数 有 | B| 一 | 元 
则 4 十 中 可 逆 ， 


som 下 [aa 


1 4 一 一 (4 十 4) :| 
wi 


上 


的 值 . 


OT A 
ee Cr 6 A 
. : Te i 
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在 线性 代数 课程 中 , 主要 讨论 矩阵 的 代数 运算 , 没有 涉及 本 
章 将 要 介绍 的 矩阵 分 析 理 论 . 矩阵 分 析 理 论 的 建立 ， 同 数学 分 析 
一 样 , 也 是 以 极限 理论 为 基础 的 ,其 内 容 丰 富 , 是 研究 数值 方法 
和 其 他 数学 分 枝 以 及 许多 工程 问题 的 重要 工具 . 本 章 首先 讨论 和 矩 
阵 序列 的 极限 运算 ; 然后 介绍 矩阵 序列 和 和 矩阵 级 数 的 收 伍 定理 、 
年 阵 大 级 数 和 一 些 和 矩阵 函数 , 诸如 失 ，sin4，cos4 等 ;最 后 介绍 拢 
阵 的 微分 和 积分 的 概念 及 其 性 质 ,同时 介绍 它们 在 微分 方程 组 中 
的 应 用 . 


33.1 第 阵 序 列 


矩阵 序列 《向量 序列 可 视 为 特殊 的 矩阵 序列 ) 及 收敛 性 概念 ， 
已 在 第 二 章 中 提 过 了 , 现 重 述 如 下 . 

定义 3.1 设 有 和 矩阵 序列 {4”)}, 其 中 A = (a )nxn E 
C™", 当 有 一 co,ay 一 ay 时 , 称 {4A} 收敛 ,并 称 矩 阵 4 一 (a, ) wx 
为 {4“) 的 极限 ,或 称 {A”} 收敛 于 4, 记 为 

lmA®™ 二 A 或 A 一 A 

不 收 钙 的 矩阵 序列 称 为 发 散 . 

和 矩阵 序列 收敛 的 性 质 , 有 许多 与 数列 收敛 的 性 质 相 类 似 . 

性 质 1 设 A" 一 Arxs，B” 一 Bx,, 则 

lim(a A® +BB®)=aA+BB (Va,BE OC) 
(3 .1:1) 
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性 质 2 设 A 一 Anxn B* — Bx 则 
limA'*B®? 一 AB (3 .1:2) 


kK- oO 


证 ”由 题 设 , 有 


as” 一 Qu (11s 2， 二 m; 7 一 1， 2 ”9 n) 
bs — b, (= 2 9 i 35 °°, [1) 


于 是 矩阵 AW B” 的 第 i 行 第 ) 列 的 元 素 为 
law = Sn 


故 AB® > AB 证 毕 
性 质 3 设 4” 与 4 都 是 可 道 和 矩阵, 且 42 -> A, 则 
(4 ) 一 一 太 (331:3) 
证 因为 
,A Ck) 
(A®)-! = A 


这 里 ,adj4% 是 4% 的 伴随 矩阵 , 它 的 元 素 与 det4a 的 元 素 均 系 


4” 的 元 素 的 多 项 式 , 且 有 
adjA‘®” 一 adj4， det4 -> detA 


所 以 有 
(Dd NY-1l 一 adjA®™ ee adjA = TE 
4 detA'* detA a 证 昔 


定理 3.1 设 42”E cz, 则 

(1) 4” 一 OO 的 充 要 条 件 是 | 4 | 一 0; 

(2) 4” 一双 的 充 要 条 件 是 上 A 一 A 一 0. 

这 里 , | 。 | 是 C"” 上 的 任何 一 种 矩阵 范 数 . 

证 (1) 由 于 C”” 上 的 矩阵 范 数 等 价 ,所 以 只 要 对 和 矩阵 范 数 
| ， 1。 证 明 结 论 成 立即 可 . 

A 一 0 全 cr 多 一 0( 一 1，2，…，77; jy 一 1]，2，…，71) 


命 max | ca 多 | 一 0 
Tt9f 
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SA, =n. max | a 六 | 一 0 

(2) 由 于 4A” 一 和 等 价 于 (4 一 A) 一 OO, 所 以 利用 结论 (1) 即 
得 结论 (2). 证 毕 

定义 3.2 和 矩阵 序列 {42} 称 为 有 界 的 , 如 果 存 在 常数 
M > 0, 使 得 对 一 切 不 都 有 

la [<M GG=1,2,0, m; j= 1, 2,.,n) 

在 数学 分 析 中 已 经 知道 ,有 界 数列 必 有 收敛 的 子 数 列 . 对 于 
算 阵 序列 也 有 :有 界 的 矩阵 序列 {4®}, 必 有 收 钱 的 子 序列 {4A}. 

这 一 结论 可 以 由 数列 的 相应 结论 推出 . 

在 矩阵 序列 中 ,最 常见 的 是 由 一 个 方 阵 的 寡 构 成 的 序列 . 关 
于 这 样 的 矩阵 序列 ,有 以 下 的 概念 和 收 全 定理 . 

定理 3.3 设 4 为 方 阵 , 且 当 &-~> co 时 ,有 4 一 O, 则 称 4 为 
收 和 敛 矩 阵 . 

定理 3.2 A* 一 OCR 一 co) 的 充 要 条 件 是 oC4) 一 1. 


证 充分 性 . 已 知 p(4) < 1, 对 于 e= 元 [1 一 p(4)] >0, 存 
在 矩阵 范 数  。|| w, 使 得 (定理 2. 10) 
| Alu poh) +e m1+oA)] 1 


于 是 有 上 4* wv 过 上 Al 一 0, 由 定理 3.1 可 得 4: 一 >0. 

必要 性 .已 知 4* 一 0, 设 4 是 4 的 任 一 特征 值 ,对 应 的 特征 向 
量 为 x, 则 有 Ax = x(x 关 0). 因为 

MY = Ar-»0 

所 以 A 一 0, 从 而 |14| 过 1, 故 pC(4) 二 1. 

定理 3.3 A* -> O(k 一 co) 的 充分 条 件 是 只 要 有 一 种 矩阵 范 
数 .| ,使 141 <1. 

证 ”由 定理 2.9 知 po(4) 委 1 4| 二 1, 再 由 定理 3. 2 可 得 
4 — 0. 证 毕 
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例 3.1 判断 4 = 是 否 为 收敛 矩阵 . 


下 
2 
1 
4 
解 ”因为 141; =0.75 一 1, 所 以 4 是 收 伍 矩阵 . 


习 题 3.1 
1. 证 明 式 (3. 1. 1)， 


cc 
2. 设 A= : 0 (c € R) ,讨论 c 取 何 值 时 A 为 收敛 矩阵 ， 
C 0 


93.2 和 矩阵 级 数 


级 数 , 特 别 是 宪 级 数 的 理论 在 数学 分 析 中 占有 重要 地 位 . 在 
建立 矩阵 分 析 的 理论 时 ,也 特别 着 重 讨论 矩阵 级 数 ,特别 是 矩阵 的 
寡 级 数 , 因为 它 是 建立 矩阵 函数 的 依据 . 在 讨论 矩阵 级 数 时 , 目 然 
应 该 定义 它 的 收敛 ,发散 以 及 和 的 概念 . 这 些 都 与 数 项 级 数 的 相 
应 定义 与 性 质 完全 类 似 , 现 给 出 如 下 . 

定义 3.4 把 定义 3. 1 中 的 矩阵 序列 所 形成 的 无 穷 和 4” 十 


40 十 42 十 … 十 4 十 … 称 为 矩阵 级 数 , 记 为 >,4%2 , 即 有 


SA 一 A 二 A 二 入 2 十 …- 二 A 十 … (3.2.1) 


类 一 和 


定义 3.5 记 S = >,4% , 称 其 为 矩阵 级 数 式 (3. 2. 1) 的 


部 分 和 . 如 果 和 矩阵 序列 {S” ) 收敛 , 且 有 极限 5, 即 有 
lmSeo 一 S (3222 


JW- 和 oo 


那么 就 称 矩 阵 级 数 式 (3. 2. 1) 收 钱 ,而 且 有 和 S, 记 为 
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S = YAw (3. 2. 3) 
不 收敛 的 矩阵 级 数 称 为 是 发 散 的 . 


显然 ,和 y\4w 二 S 的 意义 指 的 是 


> (z 一 1， 2， "**， m; 7 三 1， 2，…，7) 
大 二 0 


(3. 2. 4) 
这 里 ,s, 是 S 的 第 1 行 第 7 列 的 元 素 . 
例 3.2 已 知 
1 x 
4 = Eo (k= 1, 2,..) 


kl(k 十 1) 


研究 矩阵 级 数 > 4” 的 收敛 性 ， 
解 ”因为 


SO 一 A® = k=1 k=1 _ 
i 2 1 
、 全 有 (十 
' ENN 
， a 
- . N 十 1 
1 过 
故 有 S = mS = ? 
0 1 


于 征 由 定义 3.5 知 ,所 给 级 数 收敛 , 且 其 和 就 是 这 里 的 二 阶 和 矩阵 $. 
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定义 3.6 如果 式 (3. 2. 4) 中 左 端 zz 个 数 项 级 数 都 是 绝对 收 
敛 的 , 则 称 矩 阵 级 数 式 (3. 2. 1) 是 绝对 收敛 的 . 

该 定义 表明 和 矩阵 级 数 式 (3. 2. 1) 绝对 收敛 与 其 元 素 形成 的 级 
数 式 (3. 2. 4) 绝对 收敛 是 等 价 的 . 

从 绝对 收敛 的 定义 及 数学 分 析 中 的 相应 结果 ,立刻 得 到 下 面 
关于 判别 矩阵 级 数 收敛 性 的 一 些 法 则 . 

性 质 1 车 矩阵 级 数 式 (3. 2. 1) 是 绝对 收敛 的 , 则 它 也 一 定 收 
敛 , 并且 任意 调换 其 项 的 顺序 所 得 的 级 数 还 是 收敛 的 , 且 其 和 
不 变 . 

证 明 可 由 数 项 级 数 的 Dirichlet 定理 得 出 . 


性 质 2 ”矩阵 级 数 A 为 绝对 收 伍 的 充 要 条 件 是 正 项 级 数 


2 1 42 | 收敛 . 


证 车 A 是 绝对 收敛 的 , 则 存在 一 个 正 数 M, 它 与 N ,i， 
7 无 关 , 使 得 
六 a | 雪 收 


此 二 0 


(N 宇 0;1=1， ，""* ,mm;7) 三 1， pe i n) 
从 而 有 


DA, = (DD a |)< mM 
故 2 | 4% | w 为 收敛 级 数 . 由 矩阵 范 数 的 等 价 性 和 正 项 级 数 的 
比较 判别 法 , 知 > | 4 | 为 收敛 级 数 ， 


反之 ,如 果 之 1 4% | 收敛 , 则 之 ‖ 4® | 收敛 ,那么 由 
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la | A® 1。 CG=1,2, 0, m; y=1,2,.,n) 
可 知 在 式 (3. 2. 4) 左边 mm 个 数 项 级 数 中 ,每 一 个 级 数 都 是 绝对 收 
敛 的 . 故 根据 定义 3. 6 知 ,矩阵 级 数 式 (3. 2. 1) 绝对 收敛 . 证 毕 


性 质 3 如 果 >,AW 是 收敛 (或 绝对 收 化 ) 的 ， 那么 
PA"Q 也 是 收敛 (或 绝对 收敛 ) 的 ,并 且 有 
y\Phawg = P( SA® )Q (925) 


证 设 >,4% 收敛 ,其 和 为 S. 令 Sm = > 4 中 , 则 有 
limS™ 二 S. 于 是 当 N 一 oo 时 ,有 
PSmO_> PSO 


这 就 表明 > mmo 是 收 伍 的 ,并 且 有 式 (3. 2. 5) 


如 果 D4 义 是 绝对 收敛 的 , 则 由 性 质 2 知 级 数 了 | 


是 收敛 的 但 
lrPa®“@l <lPlla®sl iol <MIa®l 


这 里 M 是 与 & 无 关 的 正 数 . 从 而 | PA%Q] 也 收敛 . 故 由 性 


质 2 知 , >) PA%Q 是 绝对 收敛 的 ， 证 毕 


性 质 4 设 C” 中 的 两 个 矩阵 级 数 
S): A 二 A 十 i 二 A 十 pp 
S, BY 二 B?* 十 eu. 十 B®* 十 te 
都 绝对 收敛 ,其 和 分 别 为 4 与 B, 则 级 数 5S, 与 5, 按 项 相 乘 所 得 的 
矩阵 级 数 
S, .A BY 站 (A B® 二 A2BY) ls 
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(AD BY 十 A223B? 二 A3BY ) 十 i 十 
(44 B®* 十 AB 十 了 十 及 ) 二 OO 


3 (SAAB) (3. 2. 6) 
绝对 收敛 , 且 有 和 AB. 


证 ”因为 级 数 | 4w | 与 | Bw |‖ 都 收敛 , 且 对 于 绝 
对 收 伍 的 数 项 级 数 , 按 项 相 乘 作成 的 级 数 也 绝对 收敛 .所 以 级 数 
六 (和 ae BN)= Ar" | ) + 
a 
(Te Be ID+- (8.2.7) 


收敛 . 将 级 数 式 (3. 2. 7) 与 级 数 式 (3. 2. 6) 各 项 进行 比较 ,再 由 人 性 
质 2 知 Ss 绝对 收敛 . 

根据 性 质 1, 取 $: 的 一 个 特殊 排 法 

A B'» 十 (A B® 十 A B22 二 A2BV) 十 人 十 


天 | | 
(4° . > BB” 下 > ,40 >》 AD ) 十 i (3. 2. 8) 
1 一 ] 1 三 1 :二 1 j=1 
记 S, 与 8, 的 项 部 分 和 为 S4? 与 Ss, 则 5, 的 部 分 和 可 写 为 
SS 全) SS? SY “es SS SP ， 


于 是 lmS® Ss = mS 。 hmS2 = AB 
R—»00o 天 -OO 一 Co 
故 矩 阵 级 数 5S, 的 和 为 4B. 证 毕 


下 面 开始 建立 矩阵 适 级 数 的 讨论 ,讨论 是 以 上 面 所 论 知 识 为 
基础 的 . 首先 从 一 个 比较 简单 的 方 阵 攻 级 数 谈 起 . 
定理 3.4 方 阵 4 的 夭 级 数 (Neumann 级 数 ) 

和 


天 一 0 
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收敛 的 充 要 条 件 是 4 为 收敛 矩阵 , 并 且 在 收敛 时 , 其 和 为 (I 一 
My. 

证 ”必要 性 . 和 矩阵 级 数 (3. 2. 9) 的 第 1 行 第 ) 列 的 元 素 是 数 
项 级 数 

6, 十 (和), 十 (7), 十 … 十 (4*), 十 … 
级 数 式 (3. 2. 9) 收敛 取决 于 上 面 每 一 个 数 项 级 数 收敛 ,但 后 者 收 
敛 的 必要 条 件 是 其 一 般 项 
(4 )， 一 0 
即 级 数 式 (3. 2. 9) 收 钱 的 必要 条 件 是 
A:* = ((A:),)—>0O0 

即 4 为 收敛 矩阵 . 

充分 性 . 由 于 4* 一 0, 再 由 定理 3.2 知 4 的 特征 值 的 模 小 于 
1. 因此 和 矩阵 I 一 4 的 特征 值 都 不 等 于 零 , 即 1 一 4 非 奇异 ,从 而 
(I 一 A)” 存在 . 又 因为 

(I 十 A 十 人 十 十 4:)(1T 一 A) = 二 I 一 A 
所 以 
I 十 4 十 A 十 … 十 4* 二 (1 一 4) 了 1 一 A71(IT 一 A)7 
但 当 训 -> oo 时 ,4 和 1(I 一 A)-! 一 0, 故 有 
I 十 A 十 如 十 … 十 A* 一 (I 一 和 A)7! 证 毕 

定理 3.5 ”如果 方 阵 4 对 某 一 矩阵 范 数 | .| 有 141 到 1， 
则 对 任何 非 负 整数 ,以 (I 一 4) 为 部 分 和 了 I 十 A 十 A? 十 … 十 A* 
的 近似 时 ,其 误差 为 


上 一 4) 一 (I 十 4 十 和 十 … 十 4) 有 过 下 全 


1 一 下 4 
证 ”因为 14 < 二 1, 所 以 4 一 0, 于 是 (I 一 4)-! 存在 , 且 有 
(一 人) 一 (十 4 十 人 2 十 … 十 4 二 14， 


:一 天 十 1 


因为 
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[>al< > | 用 下 的 -7 141 
所 以 


[>|=is| Da]<i 主 


现在 研究 矩阵 寡 级 数 > ct 与 对 应 的 纯 量 医 级 数 六 cuz 这 


间 的 关系 . 
定理 3.6 设 寡 级 数 


f(z) = ye (3. 2. 10) 
的 收敛 半径 为 +, 如 果 方 阵 4 满足 po(4) < ~, 则 矩阵 医 级 数 
SoA (3. 2. 11) 


是 绝对 收敛 的 ;如 果 p(4) > >, 则 矩阵 者 级 数 式 (3. 2. 11) 是 发 散 
的 . 
证 (1) 当 po(4) < 时 ,选取 正 数 s, 使 满足 
p(4) 十 e<7 
根据 定理 2. 10 ,存在 矩阵 范 数 外 .|| ,使 得 
141 pA)+e 
从 而 有 
1 有 al HAN: <l el (ph) +ey 


因为 pC(4) 十 e 过 7, 所 以 calp(4) 十 e)* 绝对 收敛 , 从 而 


> ‖ cxA* | 收敛. 根据 性 质 2 知 2,ceh* 绝对 收敛 ， 


(2) 当 p(4) > 时 , 设 4 的 ?> 个 特征 值 为 XA1， 人 2 ，，…"， 4.， 则 有 
某 个 4 满足 | | 汪 r. 根据 定理 1.17, 存 在 可 逆 矩 阵 了 ,使 得 
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A pa … ph 
外 。。 如 

P-14P 一 "|=B 
Mn 


而 >1cB* 的 对 角 线 元 素 为 >\cw*( 一 1， 2,…, nn). 因为 上) | 
六 所 以 co 发 散 ,从 而 >) cB 发 散 . 根据 性 质 3, 》1c,4* 一 


ycwPB4P- 也 发 散 . 证 毕 


推论 ”如 果 因 级 数 式 (3. 2. 10) 在 整个 复 平面 上 是 收敛 的 , 那 
么 不 论 4 是 任何 矩阵 ,矩阵 适 级 数 式 (3. 2. 11) 总 是 绝对 收敛 的 ， 


93.3 矩阵 函数 


矩阵 函数 的 概念 与 通常 的 函数 概念 一 样 , 它 是 以 ” 阶 和 矩阵 为 
自 变量 和 郴 数值 ( 因 变 量 ) 的 一 种 函数 . 本 节 将 以 定理 3. 6 及 矩阵 
级 数 和 的 概念 为 依据 ,给 出 矩阵 函数 的 定义 ,并 讨论 有 关 性 质 与 求 
和 方法 . 


一 、 矩阵 函数 的 定义 与 性 质 
定义 3.7 ” 设 一 元 函数 F(z) 能 够 展开 为 = 的 等 级 数 
(2 二 Se (| z|<=<7) (3. 3. 1) 
其 中 ,r > 0 表示 该 寺 级 数 的 收敛 半径 ， 当 n 阶 矩 阵 4 的 谱 半 径 
p(4) < 时 ,把 收敛 的 矩阵 需 级 数 y\ciA+ 的 和 称 为 短 阵 函 数 , 记 
为 f(4), 即 和 


。150 。 息 阵 论 


FA) = > ok! (3. 3. 2) 
例如 ,函数 


在 整个 复 平面 上 都 是 收敛 的 . 于 是 根据 定理 3.6 的 推论 可 知 , 不 
论 4E C” 是 任何 矩阵 ,和 矩阵 等 级 数 


1 1 1 
I+TA+a4 + 十 … 
1 a 
Ta 
1 1 s 
A 
都 是 绝对 收敛 的 ,因此 它们 都 有 和 . 于 是 有 
-一 = 一 1 1 [| 
“二 T+4+ 击 和 十 74 十 C93.3) 
_ 7 1 
cosA 一 1 214 十 roi (3. 3. 4) 
sinA = 4 一 二 4 十 工 4 一 (3. 3. 5) 
31 51 


称 式 (3. 3. 3) 为 矩阵 指数 函数 ; 式 (3. 3.4) 和 式 (3. 3. 5) 为 矩阵 三 
角 函 数 . 并 且 由 此 可 以 推 得 下 面 一 组 等 式 : 


We 
下 
外 er 
“ pi et 
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e* = cos4A 十 Jsinh : (j= v 一 1) 
cosA 一 (et 十 e*) 
sinA = 1 (en —€*) Se 
2] 
cos(—A) = cosA 
sin(— A) 一 一 Sin4 
值得 指出 的 是 , 在 数学 分 析 中 , 指数 函数 具有 运算 规则 . 

en es 一 es ea 二 eat%, 但 是 在 矩阵 分 析 中 ,eses = ege4 一 e413 一 
般 不 再 成 立 . 例如 , 令 


1 1 1 —1 
4=|。 , p— | 0 
则 易 知 4? = A4,，B* = 二 B. 从 而 可 得 
一 如 一 人 如一， 月 一 了 一 及 一 
于 是 


e ee 一 1] 
“=1+(e—DA=| | 
0 1 


I 1)B I "| 
e” 一 一 Eo 
0 1 


因此 


2 0 
a 
0 0 


可 得 (4 十 B)* 二 2(4 十 B). 于 是 (4 十 B)* 二 2"1(4 十 B) (k==1， 
2，…). 由 此 容易 推出 


a Fl -人 
| 
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可 见 ee 所 ee 以 及 时” 两 两 互 不 相等 . 

虽然 如 此 , 仍 有 以 下 定理 . 

定理 3.7 如 果 AB = BA4, 则 e4e8 一 ege4 一 e4+8. 

证 ”因为 矩阵 加 法 满足 交换 律 ,所 以 只 需 证 明 e*e” = est? 就 
行 了 . 根据 式 (3. 3. 3), 并 应 用 § 3.2 的 性 质 4, 可 得 


AD 1 本 1 we a 
i a )= 
I+(4 十 B) 十 沁 (4' 十 4B 十 BA 十 B?) 十 
A! 十 34:B 十 34B? 十 B') 十 … 一 
I+(4 十 B) 十 序 (4 十 B)* 十 语 (A 十 B)? 十 二 er 
证 毕 
推论 1 ee* = 二 @ et 一 了 (e4)-1 一 et. 
推论 2 ” 设 疡 为 整数 , 则 
Ce) (3. 3. 7) 
例 3.3 设 AB = BA ,证 明 
cos( 和 A 十 B) = cosAcosB— sinAsinB 
cos24 = cos24 一 sin2A 
sin( 和 十 B) = sinAcosB 十 cosAsinB 
slin24 = 2sinAcosA 
证 ”这 里 只 证 式 (3.3.8) 中 第 一 个 等 式 , 其 余 证 明 留 给 读 


者 . 由 式 (3. 3.6) 可 得 


cos(A 十 B) a z( 4+B) 十 TCR) 


(C37352) 


(ese 4 


1 /(e* +e*)(es es) 
z( 人 + 
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人 一) 一 


2 
ete*est+e” ee—e ee _ 
2 2 2j 2] 
cosAcosB 一 sinAsinB 
例 3.4 设 函 数 f(z) 一 一 (|z | 二 1) , 求 和 矩阵 函数 f(A). 
解 因为 
FC =- De z | 二 1) 
根据 定义 3. 7, 当 方 阵 4 人 < 1 时 ,有 
f(A4) = 3 


利用 定理 3.4, 可 得 f(4) 二 (I 一 A) .. 
二 、 和 矩阵 函数 值 的 求法 


下 面 论 述 已 知 矩 阵 4 ,怎样 计算 和 矩阵 函数 值 的 问题 . 
1. 待定 系数 法 
设 n 阶 矩阵 A 的 特征 多 项 式 为 p(X) == det(aI 一 4). 如 果 自 1 
多 项 式 
JA) 一 入 十 DA 十 十 DA 十 pg (1 二 mx 夺 1) 
(3. 3. 9) 
满足 :@ 74) = 0;@ ygyQ) 整除 PCA)( 抢 阵 4 的 最 小 多 项 式 与 特 
征 多 项 式 均 满 足 这 些 条 件 ). 那么 ,y(4) 的 零点 都 是 4 的 特征 值 . 
记 JQ) 的 互 异 零点 为 人， ，…, 4, 相应 的 重 数 为 ri ri，*… ,7 
《ri 十 十 六 一 m) , 则 有 
本 
(3. 3. 10) 
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这 里 ,Wo (A) 表示 YA) 的 1 阶 导数 (下 同 ). 设 f(z) = 3 lcsz* = 


k=0 
pz)g(z) 十 r(z), 其 中 r(xz) 是 次 数 低 于 mm 的 多 项 式 , 于 是 可 由 
f°*°Q)=r ON) (一 0,1， ,rm—1;1=1,2,..,5) 


(3. 3. 11) 
确定 出 r(z). 利用 y(4) = O, 可 得 
f(A4) = > ch* = rr(A) (3. 3. 12) 
k=0 
0 0 
例 3.5 as 1 1|, 求 与 es(z € R). 
1 一 1 3 


解 pG) = det(M 一 4) 二 (4 一 2)’ ,容易 求 得 4 的 最 小 多 项 
式 mC2) 二 QQ 一 2?, 取 yyQ) 一 (一 2)2. 
(1) 取 FA) = 二 @, 设 fQ) = glQX)gQ) 十 (a 十 以 ), 则 有 
ft2 4 十 20 一 ee: 
a 或 者 | 一 ef 
解 此 方程 组 得 a = 一 e?:, b= e. 于 是 r(X) = eX 一 1), 从 面 


1 0 0 
ean- 0 | 


1 一 1 2 

(2) 取 FA) = e?, 设 fQ) = JyQ)gQ) 十 (a 十 以 ), 则 有 
f(2) = @* 4 十 20 一 et 
从 = tex i | b = te” 


解 此 方程 组 , 得 a = (1 一 21)e*, b = te2. 于 是 r(A) = 
e*[(1 一 2z) 十 以 ], 从 而 
e = f(4) 一 7r(4) = er[(1 2D)I+AMA]= 


1 O 0O 
| 1 一 上 
t ~—t 1 十 # 
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2. 数 项 级 数 求 和 法 
设 首 1 多 项 式 y(4) 形 如 式 (3. 3.9), 且 满足 4(4) = O, 即 
A”" 十 biA™”! 十 … 十 bi 和 A 十 bn 二 0 
或 者 


1 hm 一 kl+hA 二 kA™! (k, =—b,,.) 
; (3 01 
”由 此 可 以 求 出 

Am 一 DT 十 MDA 十 …… 十 有 24 


A™! 三 kDI--Ek?A 十 … 十 kD A™! 


于 是 有 


oF 


f(A) 二 二 Dj aA 一 (co 十 cl 和 十 … 十 ci41) 十 


k=0 
cn(koJ 二 ki 篇 十 … 十 k,_1 和 1) 十 … 十 
cwiCk4I 二 kA 十 … 十 kA 和”!) 十，… 二 


(& 十 Dette ) 工 十 (ci 十 Dy curk!? )4 a 
i=0 1!=0 


: (ci Deckd, )A™! (3. 3. 14) 
这 表明 ,利用 式 (3. 3. 14) 可 以 将 一 个 矩阵 蜘 级 数 的 求 和 问题 ,转化 


为 m 个 数 项 级 数 的 求 和 问题 . 当 式 (3. 3. 13) 中 只 有 少数 几 个 系数 不 
为 零 时 , 式 (3. 3. 14) 中 需要 计算 的 数 项 级 数 也 只 有 少数 几 个 . 


7 0 0 0 
0 —x 0 0 
3.6 设 A= ,， 求 sinA. 
名 设 0 we 
0 0 0 0 


解 pG) = detOT 一 4) = 入 一 x212. 由 于 o(4) = 0, 所 以 
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A’ 一 nA:, A 2 一 7443 ， 0 于 是 有 


ee Wn 3 省 9 ? 1 9 = :0 ee 
sinA A 314 十 村 4 714 tg14 
el i 
A 314 tA 71™ A 十 DA 


I 0 
A+( 31 | BT™ 7Tx Tt gi )4 = 


A+ As 一 4A 一 243 一 
x 


0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 1 
0 0 0 0 
3， 对 角形 法 
设 4 相似 于 对 角 符 阵 4, 即 有 可 逆 和 矩阵 己 , 使 得 
Ai 
14P = 
Mn 
则 有 和 和 = PAP-， 4: = PA?P'!,…, 于 是 可 得 
N N N 
DciA! es Dj cPA'P"! =Pp。 Dj ch Pp 3 
二 0 二 0 &= 二 0 
N 
> et 
&=0 
Pp 攻 Pp-! 
N 
2.00 
k=0 


从 而 
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> 
a &=0 
f(4) = 2cAh*:=P es 
k=0 
em 
k=0 
fA1) 
Pp Pp (C35.3:15) 
f CA) 


这 表明 , 当 和 和 与 对 角 和 矩阵 相似 时 ,可 以 将 矩阵 短 级 数 的 求 和 问题 转 
化 为 求 变换 和 矩阵 的 问题 . 
4 6 0 
一 3 一 5 0 
一 3 一 6 1 
解 gpg(4) = 二 det(CT 一 4) == 0 十 2) 一 1)?. 对 应 1 = 二 一 2 的 
特征 向 量 pi 二 (一 1, 1, 1)7 ;对 应 Xz 二 Xs = 1 的 两 个 线性 无 关 的 
特征 向 量 p; = (一 2, 1, 0)7,ps 二 (0, 0, 1)T. 构造 矩阵 


例 3.7 设 A= , 求 es,e*(t € R) 及 cosAh. 


wn 
| 1 1 0 
1 0 1 
则 有 
1 2 0 = 
| -| 
i ] 
利用 式 (3. 3. 15) , 求 得 


e 2e 一 e” 2e 一 2e 0 
es e |=- Be 2e :一 e | 
e e 一 e 2e 一 2e ee 
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e 2 e'—e’ 2e: 一 2e 2 
es 一 卫 ef P= |e”*—e 2e*—e 
e’ el'—e: 2e:— 2e 
cos(— 2) 
cos4=P cosl P= 
cosl 
2cosl 一 cos2 2cosl 一 2cos2 0 
cos2—cosl 2cos2— cosl 0 
COS2—cosl 2cos2—2cosl cosl 


4. Jordan 标准 形 法 
设 4 的 Jordan 标准 形 为 几 则 有 可 逆 和 矩阵 P, 使 得 


J 
P :14P 一 了 一 
J 
其 中 
2 | 
网 
可 求 得 
pa 


时 各 A 
f(J) = Dc: = Yo 
k=0 k— 人 0 


CriA a 


CA 1 
ps 


= ee 
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二 ] m, 1) 
f A) TAG) og (Ai) 
fC) : 
1 
1f CX) 
fA,) 
(3. 3. 16) 
f(4) = Dah = DaPI'P 一 P( oT)P = 
k= 人 0 玉 一 0 k=0 
Ded 
k= 二 0 
P 有 a 
Se 
Ek—0 
f(T1) 
Pp 有 (C3. 7 
flJ.) 


这 表明 ,矩阵 竹 级 数 的 求 和 问题 可 以 转化 为 求 和 矩阵 的 Jordan 标准 
形 及 变换 矩阵 的 问题 . 
例如 , 例 3.6 中 的 矩阵 4 是 一 个 Jordan 标准 形 , 它 的 三 个 


Jordan 块 为 
0 1 
J -一 vi J 一 一 了 3 一 | | 


根据 式 (3. 3. 16), 求 得 
sin = snx=0 
sinJ; = sin(— x) 一 0 
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sin0 二 cos0 0 1 
Woe 加 
0 sin0 


再 由 式 (3. 3. 17) ,可 得 ( 取 王 = 了 


O 

SlnJj 一 6 
sinJs 

0 


“三 、 和 矩阵 函数 的 另 一 定义 

上 面 利 用 定理 3. 6 及 其 推论 定义 了 和 矩阵 函数 ,其 实质 就 是 先 
把 纯 量 z 的 函数 A(z) 展开 为 形 如 式 (3. 2. 10) 的 收敛 的 短 级 数 , 然 
后 以 矩阵 4 蔡 代 = ,就 得 到 形 如 式 (3. 2. 11) 的 矩阵 医 级 数 f(A4). 
但 是 ,对 于 任意 给 定 的 函数 f(z) 要 求 能 够 展开 成 收敛 的 寡 级 数 这 
个 条 件 较 强 ,一 般 不 易 满足 ,例如 函数 f(z) = 二 就 不 满足 . 借助 
于 式 (3. 3. 16) 和 式 (3. 3. 17) ,拓宽 和 矩阵 函数 的 定义 如 下 . 

定义 3.6 设 4AEC 的 Jordan 标 准 形 为 J, 即 有 可 逆 和 矩阵 
P, 使 得 


sin 
sinA 一 


OO OO OO OO 
OO OO OO oO 
OO pi OO OO 


J 
0 
J 
A 1 
J, = 1 1 (1 = 1, 2, .…, 5s) 
A 
如 果 函 数 f(z) 在 4, 处 具有 直到 x, 一 1 阶 导 数 (i = 1, 2,…, s)， 
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1 0 pm 
f(A) Tf 0) ge (A,) 


号 Ch,) 
be 本 TIf (0) 


4 (3. 3. 18) 


| (3. 3. 19) 
f(J.,) 


那么 , 称 f(A4) 为 对 应 于 f(z) 的 矩阵 函数 . 

由 式 (3. 3. 16) 和 式 (3. 3. 17) 知 , 当 函 数 f(z) 能 够 展开 为 z 的 
备 级 数 时 ,按照 定义 3.8 得 到 和 矩阵 函数 f(4) ,与 按照 定义 3.7 得 到 
的 矩阵 函数 f(4) 是 一 致 的 . 


1 0 0 
、 1 0 2 1 0 
3. 8 一 一，, 人 和 王 9 A). 
例 设 f(z) > 人 求 F(4) 
0 0 0 2 


解 4 是 一 个 Jordan 块 , 其 阶 数 为 4. 计算 f(2) = 万 


A ,f°(2) a 于 ， a 0 六 ,根据 式 (3， 3. 18) 可 得 


二 二 二， 过 一 业 

2 4 8 16 

二 上 

A 2 4 8 
A 1 1 
2 4 

1 

2 
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0 
0|, 求 f(A4). 
2 


1 1 
例 3.9 rt 1 
0 0 


解 4 是 Jordan 标准 形 , 它 的 两 个 Jordan 块 为 J = 
1 1 
|。 ,| 和 J; 一 2. 由 式 (3. 3. 18), 求 得 
1 


1 
f(J1) = | flJ:) = f(2) = V2 
0 1 


再 由 式 (3. 3. 19) ,可 得 


fT) | 2 

gy | CD 一 | |= 
VA = f(4) = f(D) es 1 0 
0 0 V2. 


关于 和 矩阵 函数 ,还 有 下 面 一 些 结论 . 
(1) 由 定义 3.8 给 出 的 和 矩 阵 函 数 f(A4) ,与 4 的 Jordan 标准 形 
了 中 的 Jordan 块 的 排列 次 序 无 关 ,与 变换 矩阵 王 的 选取 无 关 549 
也 就 是 说 ,如 果 
PAP=J, 0-40 =J? 
则 有 


fC) f(T ) 
”…. ja 6 
f(J.) FJ ) 


(2) 如 果 FGz) = 所 (z) 十 f(z), 则 fC4) = 万 (4) 十 PC(4); 
(3) 如 果 f(z) = f(z)fi(z), 则 FC4) = 万 (4) 户 (4)， 


@ J 与 J 的 Jordan 块 的 次 序 不 一 定 相 同 。 
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习 题 3.3 


.证明 ex 二 cosA 十 ]Jsinh.， 

证 明 e 和 + 一 eA ,sin(A 十 2xD = sink. 

. 若 4 为 实 反 对 称 和 矩阵 (4T = 一 4) , 则 e 为 正 交 和 矩阵 . 
. 若 4 是 Hermlte 和 矩阵 , 则 ee 是 本 矩阵. 


> ~ 


] 0 
ss- 0 | 六 seeem， sinA . 


0 1 0 
6. 设 f(z) = lnz, 求 f(4), 这 里 A 和 A 为 
1 0 0 0 1 0 0 
1 1 0 0 0 2 0 0 
(1)A= ; (2)A= 
0 1 1 0 0 0 
00 1 1 0 0 1 


8 3.4 ”和 佐 阵 的 微分 和 积分 


在 本 节 , 先 论述 以 变量 1 的 函数 a, (D(z 一 1，2，…，7025 7 一 
1， 2， “"*”, n) 为 元 素 的 和 矩阵 A(z) m7 (a， (了 Js 对 上 的 导数 ( 微 商 ) 
及 A(z) 的 积分 问题 ;然后 论述 一 些 实际 中 经 常用 到 的 其 他 微分 


一 、 答 阵 和 4(t) 的 导数 与 积分 


定义 3.9 如 果 和 矩阵 4() = (ay (1) ) ;xs 的 每 一 个 元 素 a, (2) 
是 变量 上 的 可 微 函 数 , 则 称 4() 可 微 , 其 导数 ( 微 商 ) 定义 为 
， > 
A'() = AD) = (和 ,OO) (3.4. 1) 
从 定义 3. 9 不 难 证 明 下 面 的 定理 . 


定理 3.8 设 A4(), B(z) 是 可 进行 运算 的 两 个 可 微 矩 阵 , 则 
以 下 的 运算 规则 
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d 4 d 

AC + BO) 一 $A) + OB) (3. 4. 2) 
AWB) = d4c BO) HAG) 。 dB (C3.4.3) 
dz dt dt 站 


d do, d 
(A (DD) = A(t) +a TA (3. 4. 4) 


成 立 . 这 里 a = 二 a(t) ,为 1 的 可 微 函数 . 
证 ”在 此 仅 证 明 式 (3. 4. 3), 至 于 式 (3. 4. 2) 和 式 (3. 4. 4) 的 
证 明 留 给 读者 . 为 此 令 
PC) = A(1)B(t) = (p, (1)) 
则 有 
p, (t) = Da (1)b, (1) 


(1 =1,2,,m; 1 一 1，2，…，5) 
其 中 ax (2) 与 加 (2) 依次 是 4A(2) 与 BG() 的 元 素 . 故 有 


二 d 
二 2 (2) 一 > (he DO )os Do 9 CE 0 ) 
这 意味 着 有 


d _d 。 ;下 上 

zaP 2) 一 A 2) BG() + AC) TB 2 证 毕 
定理 3.9 设 n 阶 矩阵 4 与 1 无关, 则 有 

da = Ae 二 AA (3. 4. 5) 

dt 


cos(1h) =— A(sin(14)) =— (sin(14))A (3.4.6) 
Fsin(14) 一 上 (cos( 友 )) = (cos(1h ))A (9.47) 

证 ”这 里 只 证 明 式 (3. 4.5), 而 式 (3. 4. 6) 和 式 (3. 4.7) 的 证 
明 完 全 类 似 . 为 证 明 式 (3. 4. 5) ,首先 注意 


字 
, 
共 
2 
这 
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上 式 右 边 是 :上 的 震级 数 . 不 管 : 取 何 值 , 它 总 是 收敛 的 . 因此 ,可 以 
逐 项 微分 


Ce), 一 2 i 1 A), 
人 $ 3. 2 中 性 质 3 有 
da 1 4 一 
Le =- 2 4 
4 me 一 Ace 
和 证 毕 
3 A A 二 eAA 
定义 3.10 ”如果 和 矩阵 4(z) 的 每 个 元 素 a, () 都 是 区 间 [i。， 
t1] 上 的 可 积 函 数 , 则 定义 A(2) 在 [t。， zi] 上 的 积分 为 


| Awa 一 ‘ih a Caz) (3. 4. 8) 
容易 验证 如 下 的 运算 规则 成 立 . 
和 (A(1) 二 + B())dt 一 | AWdi+| Bdt (3. 4. 9) 


| 4cDBad (| acwar)B (B 与 1 无关 ) (3. 4.10) 


| 4 » B(i)dt 一 A(| Bai) (4 与 上 无 关 ) (3. 4. 11) 


当 a, (1) 都 在 [ti。, ti ]」] 上 连续 时 ,就 称 A(z) 在 Lt。，, tj] 上 连续 ， 
且 有 
§|4 Pe (3. 4. 12) 


当 a,/(z) 都 在 La, 5] 上 连续 时 , 则 
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| 4’'CWat = A(b) — A(a) (3. 4. 13) 


“二 、 其 他 微分 概念 
以 上 介绍 了 和 矩阵 4(z) 的 微 积分 概念 及 其 一 些 运 算法 则 . 由 
AG) 仍然 是 一 个 矩阵 ,因此 , 当 a, (1) 两 次 可 微 时 ,重复 使 用 


上 面 的 定义 ,无 疑 可 以 定义 二 阶 微 商 4(i ,而 且 对 于 更 高 阶 微 


商 也 是 同样 的 定义 . 然而 ,在 自动 控制 的 理论 以 及 其 他 科学 领域 
中 ,还 要 讨论 纯 量 对 于 向 量 , 向 量 对 于 向 量 , 矩阵 对 于 向 量 以 及 和 矩 
阵 对 于 和 矩阵 的 微 商 问 题 . 现 分 述 如 下 . 
1. 罗 数 对 矩阵 的 导数 
定义 3.11 设 关 = (&,)w, mn 元 函数 ff(X) = f(&，, &,， 
“, hrs Col, “**, Sm ) ,定义 f(X) 对 和 矩阵 XX 的 导数 为 


OF 
OQé11 Oé1n 
= (站 和) | (3. 4. 14) 
ef .eof 
56。 dé 


例 3. 10 设 x = (&， 2, 各) 元 函数 xz) = f(&， 
三 玉 df df 
名， 名 ), 求 玉 本 本 


解 ”根据 定义 3. 11, 有 


$= (HH, HE), HE 2H, A, A) 
dx Aé1 OQé, ”26 dx | 26 5， 


例 3. 11 设 x= (&， & Sa ， A 和 = 二 (a, ) vv， n 元 图 数 
rd 

f(x) x Ax , 求 字 - 
解 ”因为 
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nt 所 


f(x) = > >》 aké, = 
1 


?一 ] ?一 


和 ai6 th at t+ 二 6 Dy an 
?一 1 3 了 一 1 7 三 1 


且 有 
3f n 
De， 一 和 au 十 … 十 名 Iarl 4 十 ( > vas6， 十 am ) 十 
7 一 1 
Emam 十 “十 an 一 > an 人 直 Dyané, 
7 一 1 * 一 1 
所 以 
of Daé, Dané 
OEé1 ;=1 =1 
A 一 和 : = 
Oo n 详 
Oé, Zank, Dank 
Ax 十 ATx = 二 (A 十 A')x 
特别 地 , 当 4 为 对 称 和 矩阵 时 ,有 


df 
有 2Ax (3. 4. 15) 
例 3.12 设 x(i) = (& (1)，…，6(1)) ,一 元 图 数 f(2) = 
fxC)) = fC& 2), eo, & 0)), 求学 . 


解 ”由 偏 导数 及 复合 函数 的 求 导 法 则 ,有 


df _ af 和 af 中 骆 -一 
dt 96 di tT 3e, dr t tT 3e- dt 


( 兰 , 六 ，…， ef ) 全 dg ee 
Oé!:! 9596: Oé, dt dt dt 


i 


这 (3. 4. 16) 
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一 
2. 函数 给 阵 对 敌阵 的 导数 
定义 3. 12 设 闵 = 《六 ) nxn 977272 元 荫 数 ff, (X) = . 《5 ， 折 3 ， 
og ls Cy én) (1 一 1 ，2，…， 173 JJ] 一 上]，2，…，3). 定义 函 


数 和 矩阵 
fu X) Eh fi (X) 
F(X) = | : : 
fn(¥X) 1 f(X) 
对 和 矩阵 匀 的 导数 如 下 : 
oFf oF ., oF 
OQé11 Oé12 OEé1n 
oFf eof .. 9F 
= 9 2 36 (S17 
Ff FF ., oF 
OE ml OE m2 DC 
fu 9fuzs .., fs 
< GCC， 9é, 
fa dfaz .., fs 
其 中 让 -一 EE, , 9é, 


CE， GE， 2 


例 3. 13 设 x = (&， 如，，…， ED) II， n 元 图 数 F(x) = f(&， 


), 求 -7 (从 ) 


解 由 例 3.10 知 


从- (站 af .. 3) 


6 


再 由 定义 3. 12, 可 得 
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fF Of we Lf 


OE 0é1 oe, Oé108, 
Pp 
(人 )= Bdé&08! 35 3 和 3, | (3. 4. 18) 
dx' \dx . ， 


人 7。 of 
606 96.95: D6x 
例 3. 14 设 x = 二 (&， cz ，…， &,)， n 元 函数 


fx) = f,(&, Co ，…， &,) (7 一 1， 2 


A es 和 下. 
解 根据 定义 3. 12, 有 

dF _ ( 妆 oF ... 2 ) 一 

dx 36 és” 0é, 
of 9f1 ... fi 
Cl Oe, O €, 
of 3f: ... fs 
OE1 ot OF (3, 4. 19) 


of» Bf» ... Ofs 
OQé1! 96s Oé» 
称 和 矩阵 (3. 4. 19) 为 函数 户 (z) ， 记 (xz)，…， 广 (xz) 的 Jacobl 
矩阵 , 它 在 求解 非 线 性 方程 组 的 Newton 方法 中 有 重要 应 用 . 
例 3. 15 设 f(x) 是 问 量 x = 二 (&， 名，…， &) 的 函数 ,而 
& 一 E(OD (一 1 2，…，12) 8 一 (和 名 pp， 2“…) ,证 明 : 


df _ dx df 
du du dx 


证 ”利用 例 3. 10 的 结果 ,并 根据 复合 函数 的 求 导 法 则 可 得 
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一- 


of 9f C1 | of 2 i Oé, 


db dé1 Bt!  Bé, Oi 36， OCI 
of 9f 人 aa， .ar dé, 
区 一 95: | 一 |36 Ot 9é, Os tT ae, Qs | 一 
of oa 和 | + 29f 36 
Obnm D6 35。 9é, Oc, QEé, 35。 
Ge CE Ce， of 
ot! OL 951 | |9é 
XE! | | 3/ 
= 35 | laes | dx df 
, du dx 
| Oé, oF, of 
35。 Oc, Bt, | [9é, 
习 题 3.4 


1. 证 明 式 (3. 4. 4). 

2. 证 明 式 (3. 4. 6). 

3. 证 明 式 (3. 4. 11). 

4 设 x 二 (外 ,名 ，…, 反 )T ,A 二 (a,) 是 nn 阶 对 称 矩 阵 , 5 一 (B, Bb， 
…， 及) 是 nn 维 向 量 ,c 为 常数 , 试 求 f(x) 一 x Ax 一 bTx 十 c 对 于 x 的 导数 . 

5. 大 和 == A(t) = (a, (4) ) wn 非 奇 异 , 证 明 


a 
EA 一 4 A 
6. 设 针 为 n Xm 矩 阵 ,A4,B 依 次 为 x Xn 和 m Xn 的 常数 矩阵 , 则 


(1) -Str(BX)) = LtrCXTBT)) = BT, 


dx ax 
(2) Cr(XT AX)) = (A +ATX. 
7. 设 x 为 n 维 列 向 量 ,wu 为 维 常数 列 向 量 ,A 为 n 阶 常数 对 称 和 矩阵 , 则 


a WT A(xX— WD)) 一 24(x 一 四 
dx 
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8. 设 x 二 (8) 包 ; 下 ) (x) 二 CCX f(x)，…， fCx)) ,其 中 


f.(x) = Sasé; 十 2 (z 一 1， 2， ”9 2), 求 广 (x)， 
J=1 


9. 举例 说 明 关 系 式 


ad 了 m—1 ad 
(A(1))™ = mlACt)) A 


一 般 不 成 立 ,此 处 A(t) 二 (a (1))wxn ,又 在 什么 条 件 下 , 它 才 能 够 成 立 ? 


$3.5 矩阵 函数 的 一 些 应 用 


本 节 介绍 矩阵 函数 及 其 微 积分 运算 在 求解 一 阶 线性 常 系数 微 
分 方程 组 中 的 应 用 . 


一 、 一 阶 线性 常 系数 齐 次 微分 方程 组 


设 一 阶 线性 常 系数 齐 次 微分 方程 组 为 
名 = auk 十 Qi1z&z 十 …* wines 


二 (3. 5. 1) 


和 人 Qn EE an Eo 二 法 es 


式 中 ,i 为 自 变量 ,&, 二 & (2) (t=1,， 2 n) 是 上 的 函数 ， a, (1， 
7 三 1， pe “**, n) 是 复数 . 令 x = x(t) 二 (&， Es ***, &) ,A = 
(a, )wxn; 则 方程 组 (3. 5. 1) 可 改写 为 矩阵 方程 


A (3. 5. 2) 
dt 


现在 假定 方程 (3. 5. 2) 满足 初始 条 件 c 一 《7X1，7z ，…， pA 
其 中 y = &(0) (i = 1，2，…，n), 再 将 每 个 &(1) 展开 为 
Maclaurin 级 数 
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SS 


&(2) = &(0) +E (0)t+ A se 
(1 = 1， 2 *。， n) 
从 而 有 
x 一 c 十 帮 /(0) 十 元 2x(0) 再 (3. 5. 3) 


又 由 式 (3. 5. 2) ,得 


于 是 有 
x (0) = he, (0) = Aiec, Ww(0) = Aic, 
代入 式 (3. 5. 3), 便 得 


2 
*=c+ihc 二 +A?c+… 一 esc (3. 5. 4) 


这 就 是 说 ,方程 (3. 5. 2) 的 解 , 即 方程 组 (3. 5. 1) 的 解 一 定 是 式 
(3. 5. 4). 


反之 ,不 难 证 明 式 (3. 5. 4) 确实 是 方程 (3.5. 2) 的 解 . 事实 
上 ,由 式 (3. 5. 4) ,并 利用 定理 3.8 和 定理 3.9, 就 有 


于 是 就 证 明了 下 面 的 定理 . 
定理 3.10 满足 初始 条 件 和 (0) = 力 ，…，& (0) = y 的 一 


阶 线性 常 系数 齐 次 微分 方程 组 x = 红 = hr, 有 且 仅 有 唯一 解 


xX 一 esc ， 这 里 4 = (a, ) xn， X= (&(t), é2 (1), &,(t)), C 一 
(1, 7y2， “**， po 


在 数学 分 析 中 已 经 知道 ,微分 方程 全 xz (1) 二 az(z) 满足 初始 
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条 件 x(0) =c 的 解 是 z(b = ce ,这 里 a 是 常数 . 因此 ,定理 3. 10 
正好 是 它 的 推广 . 

设 4 = (av )wxs,， 考 虑 向 量 集合 

S= {x(t) | x () = Ax(1)) (3. 5.5) 

按照 向 量 加 法 和 数 与 向 量 乘法 的 运算 规则 ,S 构成 一 个 向 量 空间 ， 
称 为 微分 方程 x (zt) = Ax(z) 的 解 空间 . 由 于 和 矩阵 函数 es 可 逆 , 所 
以 它 的 nn 个 列 向 量 x1(2) ,xz(t)，…, x(t) 线性 无 关 . 对 于 任意 的 
x(t) 和 ES, 根据 定理 3. 10 ,存在 向 量 ec = (7 ，72 ，…， 为 ) ,使 得 

X(b = ec = x(t) yx(t)t yxat) (3.5.6) 
易 见 xb € SG=1,2,…,n), 均 X(t), x (ft), ,X(t) 是 S 
的 一 个 基 , 称 为 微分 方程 组 x (1) = Ax(z) 的 基础 解 系 ,并 且 称 
式 (3. 5. 6) 为 其 一 般 解 (或 通 解 ). 
2 0 0 
1 1 :于 
1 ll 3 
的 基础 解 系 及 满足 初始 条 件 x(0) = (1,，1，1)7 的 解 . 

解 ”在 例 3.5 中 已 经 求 出 


] 0 0 
t 1 一 上 


例 3.16 设 A4= , 求 微分 方程 组 x (1) = Ax (1) 


4 = ezt 


基础 解 系 为 


2 0 0 
Xl (2) 一 四 9” 光 2 (1t) = 一 和) = » 3 (1) 一 一 | te’! | 
2 Eee te (1 1) e2 


当 x(0) = (1, 1, 1)7 时 ,有 
X(t) = esx(0) = (er, (1 ti)e”, (1 +t)e*)T 
设 x, 一 (&,(2), (21) ,6 (1))T(i 二 1,，2,…,n) 为 方程 
(3. 5. 2) 的 ”个 线性 无 关 的 解 向 量 , 将 其 按 列 排 成 如 下 的 矩阵 
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Bl: Bn i 
其 中 & = 6 (2) (1, 7 三 1， 2， “"*， n) , 称 关 为 方程 (3. 5. 2) 的 积分 
和 矩阵 . 由 方程 (3. 5. 2) 容易 推出 


(C35.7) 


于 是 解 方程 (3. 5. 2) 就 相当 于 解 方程 (3. 5. 7). 由 行列 式 的 微分 法 
及 方程 (3. 5.7) 可 以 证 明 "”, 积 分 矩阵 的 行列 式 是 


上 
fi trAdr 


det 一 Ce (3. 5. 8) 
当 和 二 A(t) 二 (a, (bi))xn 时 , 即 方程 (3. 5.2) 是 变 系 数 微分 方程 
组 时 , 式 (3. 5. 8) 仍 成 立 . 称 式 (3. 5. 8) 为 Jacobi 恒等式 . 


二 、 一 阶 线性 常 系数 非 齐 次 微分 方程 组 
考虑 一 阶 线性 党 系数 非 齐 次 微分 方程 组 


从 = Q11 包 十 ai 名 十 … 十 ae， 十 及 (7) 


全 = ank 二 azzb 十 "十 aQznéa 十 应 人) (3. 5. 9) 
dé, 
a 一 Qnrl 名 十 ao 名 十 …… 十 Qnve 十 Bt 


其 中 ,a, (?， 了 ls 2 ”9 n) 都 是 复数 ,8(t) (1 = 1， 2 “**, n) 是 
t 的 已 知 函 数 ,& 二 &(2) (i 二 1,，2,…, n) 是 上 的 未 知 画 数 . 
方程 组 (3. 5. 9) 可 以 改写 为 如 下 的 矩阵 方程 


~ = Ax + b(t) (3. 5. 10) 


这 里 和 A= (a, )xxns x = X(t) = (& ， 名 ，…， 名 ) ， b(t) = (B (1)， 
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Bt), ,Bt))T. 
设 x 二 x(z) 是 方程 (3. 5. 10) 的 一 个 特 解 ,x = x(t) 是 方程 
(3. 5. 10) 的 一 般 解 (或 通 解 ) ,那么 
d 
dt 
即 x 一 x 是 方程 (3. 5. 2) 的 解 . 根据 式 (3. 5. 6) ,可 得 


XxX—x = ec 


(x—x) = A(x— x) 


也 就 是 
X 一 esc 二 x (3. 5. 11) 
为 了 确定 方程 (3. 5. 10) 的 特 解 x, 采 取 常 向 量变 易 法 . 设 x = 
e*c(z) ,其 中 clz) 为 待定 向 量 , 代 人 方程 (3. 5. 10) ,可 得 


A = Ae*c(t) + er Fe) = Te) = Ax +b() 
从 而 
a d Sy 
e et = b(t) 
由 此 解 得 
BD i pds 
故 得 方程 (3. 5. 10) 的 一 个 特 解 是 
x 一 -| e *bls)ds 
代 人 式 (3. 5. 11) ,可 得 微分 方程 组 (3. 5. 10) 的 一 般 解 为 
X(t) = ee 二 es| e *b(s)ds (3 12) 
这 里 ,c = 二 (7Y1，7Y;，，…，7,) 是 任意 常数 向 量 . 满足 初始 条 件 
X(to) = xo 的 解 为 
X(t) 一 et 0)4 十 | eb(s)ds (3. 5. 13) 


ro 


或 写成 
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X(t) = e* 人 +| e*b(s)ds) 


2 0 0 e 
例 3.17 设 A= | ] | b(t) = le|, x(0) = 
上 ”一 小 沁 0 
—] 
1 | , 求 微分 方程 组 x (1) = Ax(z) 十 b(z) 满足 初始 条 件 x(0) 
0 
的 解 . 


解 ”在 例 3.5 中 已 经 求 出 


计算 
1 0 0 ee 
e “hb(s)=e” - 1 十 s -| < | 
一 5 5 Ls 0 0 
根据 式 (3. 5. 13) ,可 得 
= t 
x(t) 一 “| 1 | 上 
0 0 


1 0 0 t—1 (t — 1)e’ 
ee : 1 一 上 i- oe 
t 一 上 1l1+t 0 一 2tie# 


em， 
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习 题 3.5 

1. 证 明 jacobi 恒等式 (3. 5. 8). 

2. 求 微分 方程 组 
d& _ 
a 3 丘 十 8é& 
dé _ < 
二 35 一 名 十 6 和 
de _ 
i 26 9 名 


满足 初始 条 件 $4.(0) = 1, &(0) = 1, &(0) = 1 的 解 . 
3. 求 微分 方程 组 


dt 

你 一 46 十 3 十 2 
dt 

dé _ 1 
名 十 & 二 ee 一 1 


满足 初始 条 件 & (0) = 1, & (0) = 1, & (0) = 一 1 的 解 . 
4. 设 A = 《au J 为 常数 矩阵 , 头 二 (&, (£)) nxn a 为 常数 , 试 证 明 下 面 的 
Cauchy 微分 方程 组 


dx 4 
dt zt 一 a 
可 简化 为 
dX 
du 
其 中 ,wu = In(z 一 a). 并 进而 证 明 其 通 解 为 
着 二 (1 一 a)4C 


其 中 ,C 为 n 阶 常数 矩阵 。 
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本 章 首先 讨论 以 Gauss 消去 法 为 根据 导出 的 矩阵 的 三 角 ( 或 
LU) 分 解 ,然后 论述 20 世 纪 60 年 代 后 根据 Glvens 与 Householder 
变换 发 展 起 来 的 矩阵 的 QR 分 解 . 这 些 分 解 在 计算 数学 中 都 扮演 
着 十 分 重要 的 角色 ,尤其 是 以 QR 分 解 所 建立 的 QR 方法 ,已 对 数 
值 线性 代数 理论 的 近代 发 展 起 了 关键 作用 . 最 后 介绍 在 广义 逆 矩 
阵 等 理论 中 ,经 常 遇 到 的 矩阵 的 满 秩 分 解 和 奇异 值 分 解 , 它 与 QR 
方法 都 是 近 20 年 来 求解 各 类 最 小 二 乘 方 问题 和 最 优化 问题 的 主 
要 数学 工具 


94.1 Gauss 消去 法 与 矩阵 的 三 角 分 解 


一 、Gauss 消去 法 的 矩阵 形式 


读者 已 经 学 过 解 元 线性 方程 组 
Qn& 十 al 名 十 … 十 ae 一 el 
Q21 6&1 ee 十 … 十 aznén 一 应 (4.1.1) 

an 后 十 ao 名 十 … 十 amén 一 3 

的 Gauss 主 元 素 消去 法 . 将 式 (4. 1. 1) 写成 矩阵 形式 为 
Ax=b (4. 1.2) 
其 中 ;和 = (a )rxns T= (6 ,ba,', 六) ， b= (8 » Ps， Be 
这 种 方法 的 基本 思想 是 化 系数 和 矩阵 4 为 上 三 角 和 矩阵 ,或 化 增 广 矩 
阵 [4 22] 为 上 阶梯 形 矩 阵 以 求 其 解 . 这 种 消去 法 有 三 种 形式 ， 
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即 按 上 自然 顺序 ( 按 主 对 角 元 的 顺序 ) 选 主 元 素 法 , 按 列 选 主 元 素 法 
以 及 总 体 选 主 元 素 法 . 这 些 消去 法 各 有 千秋 ,不 可 偏 废 . 

为 了 建立 矩阵 的 三 角 分 解 理论 ,使 用 矩阵 理论 描写 以 上 所 说 
的 消去 法 的 消 元 过 程 ,并 假定 化 4 为 上 三 角 和 矩阵 的 过 程 未 用 行列 
交换 , 即 采用 按 自然 顺序 选 主 元 素 进 行 消 元 . 

设 A 二 4, 其 元 素 ago 二 ay(1 5] 二 1] ,2, ,nn). 记 和 4 的 上 
阶 硕 序 主子 式 为 A，(k 二 1, 2,，…, n). 如 果 A = a 关 0, 令 


(0) 
cu 一 (1 一 2，3，…，7) ,并 构造 Frobenius 和 矩阵, 即 
11 


1 1 
C21 1 ey C21 下 

L, = ， Li! = . 

Cnl 1 一 《xl 1 

计算 
af?” as2 Qi 
(1) (1) 
人 22 ”Qon 
Li'A 一 = (4. 1. 3) 


(1) i (1) 
Qn2 Qo 


由 此 可 见 ,4” == 4 的 第 一 列 除 主 元 af? 外 , 其余 元 素 全 被 化 为 
零 . 式 (4.1. 3) 还 可 写 为 

A DA (4. 1. 4) 
因为 倍加 初等 变换 不 改变 矩阵 的 行列 式 的 值 ,所 以 由 A 得 4 的 
二 阶 顺 序 主子 式 为 

Az = a!? a (4. 1. 5) 


a) 
如 果 As 关 0, 则 a 针头 0. 令 co 一 2 (1 一 3,，4，…, ,并 
22 


构造 Frobenius 矩阵 为 
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1 1 

1 1 

一 】 a 

L, = C32 1 ， LL; 二 C32 1 
C2 1 一 Cn 1 
计算 
(0) (0) (0) (0) 
Q11l Ql12 Q13 Ql1n 
(1) (1) (1) 
Q22 Q23 CC2z 
— a 2 
TAO = a 0 a |= A® (4. 1. 6) 

(2) (2) 
Qn3 【2 QU yo 


由 此 可 见 ,4@ 的 前 两 列 中 主 元 以 下 的 元 素 全 为 零 . 式 (4. 1. 6) 还 
可 写 为 

A (4.1.7) 
因为 倍加 初等 变换 不 改变 矩阵 的 行列 式 的 值 ,所 以 由 42 得 4 的 
三 阶 顺 序 主子 式 为 


Ms Sa a a (4. 1. 8) 
如 此 继续 下 去 ,直到 第 r 一 1 步 ,得 到 

a a) a eal 
,Mr Ma 
LE ad 9 多 

4co-D 一 A (4. 1.9) 
pr 全 直 志 CQ ) 
a po 


0 1) (1—2 (rl 
r 一 Qi C55 "a Qt ) 


如 果 4, 天 0, 则 as” 夫 0. 令 cv a ( 一 7 十 1，7 十 2，…， 
n) ,并 构造 Frobenius 和 矩阵 为 
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Co 


计算 


eo (0) 0) 
CQ11 Qlr a 


L-'A (ly 


易 见 ,A4'” 的 前 7 列 中 主 元 以 下 的 元 素 全 为 零 . 


写 为 
A D LA 
有 目 由 和” 易 得 和 4 的 7 十 1 阶 顺 序 主子 式 为 


。 181 。 
] 
1 
aln 
Gu 
= 区 
QA 
a 
(4. 1. 10) 


式 (4. 1. 10) 还 可 


(4. 1.11) 
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A 一 Qi Q2 *** 4 Q rh, (4. 1, 12) 
如 果 可 以 一 直 进 行 下 去 , 则 在 第 ”一 1 步 之 后 便 有 
a a ai al 
a% a a$ 
A™Dn = 及 : 。 (4. 1. 13) 
a 
ee 


这 种 对 4 的 元 素 进行 的 消 元 过 程 叫 做 Gauss 消 元 过 程 . Gauss 
消 元 过 程 能 够 进行 到 底 的 条 件 是 当 且 仅 当 af?Y ,a ，…， a 
都 不 为 零 , 即 
A, 关 0 (r=1,2,."…,n— 1) (4. 1. 14) 
由 于 Gauss 顺序 消 元 过 程 的 特点 是 未 用 行 、 列 的 交换 ,因此 附 
加 条 件 式 (4. 1. 14) 是 合理 的 . 


二 、 和 矩阵 的 三 角 (LU) 分 解 


当 条 件 式 (4. 1. 14) 满足 时 ,由 式 (4. 1. 11) 有 
A=A=LAV=LLA? =... = LL,.…L, A 
容易 求 出 


1 
C21 1 
L 一 LL,*…L,! = : : 3 (4. 1. 15) 
] 
Cal Cn2 | 


这 是 一 个 对 角 元 素 都 是 1 的 下 三 角 和 矩阵 , 称 为 单位 下 三 角 和 矩阵 . 
于 是 若 令 4" ”二 U( 或 R), 则 得 

A= LU 
这 样 A 就 分 解 成 一 个 单位 下 三 角 和 矩阵 与 一 个 上 三 角 和 矩阵 的 乘积 ， 
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一 般 地 有 如 下 的 定义 . 

定义 4.1 如 果 方 阵 和 A 可 分 解 成 一 个 下 三 角 和 矩阵 L 和 一 个 上 
三 角 和 矩阵 上 U 的 乘积 , 则 称 4 可 作 三 角 分 解 或 LUCLR) 分 解 . 如 果 
方 阵 4 可 分 解 成 4 = LDU ,其 中 工 是 单位 下 三 角 和 矩阵 ,D 是 对 角 和 矩 
阵 ,U 是 单位 上 三 角 和 矩阵 , 则 称 4 可 作 :LDU 分 解 . 

下 面 研 究 方 阵 的 三 角 分 解 的 存在 性 和 唯一 性 问题 . 

首先 指出 ,一 个 方 阵 的 LU 分 解 并 不 唯一 . 这 是 因为 如 果 有 A 一 
LU 是 A 的 一 个 三 角 分 解 , 令 D 是 对 角 元 素 都 不 为 零 的 对 角 和 矩阵 ， 
则 A = LU = LDD"'U = ij. 由 于 上 (下 ) 三 角 和 矩阵 的 乘积 仍 是 上 
(下 ) 三 角 和 矩阵 ,因此 LD = 上 上, D7"!'U = 妃 也 分 别 是 下 、 上 三 角 
矩阵 . 从 而 LV 也 是 4 的 一 个 三 角 分 解 . 一 般 来 说 ,矩阵 的 三 角 分 
解 不 是 唯一 的 . 但 是 尚 有 下 面 的 定理 . 

定理 4.1 设 4= (a,) 是 n 阶 和 矩阵, 则 当 且 仅 当 和 的 顺序 主 
子 式 Ai 关 0 (二 1,2;,…,n 一 1) 时 ,A 可 唯一 地 分 解 为 4 = 
LDU ,其 中 工 是 单位 下 三 角 和 矩阵 ,U 是 单位 上 三 角 和 矩阵 ,D 是 对 角 
矩阵 

D = diag(di, d;,*'*:, d,) 


基本 
A 


“证 ”必要 性 . 知 4 有 唯一 的 LDU 分 解 4=ELDU ,将 其 写成 
分 块 矩 阵 的 形式 为 
4 vv 工 ， 01[D,，， 07rU,!: 7 
w We | | | be 
其 中 LD, 1,，U, 1, A 分别 是 L, D, U,A 的 n 一 1 阶 顺 序 主 
子 矩 阵 . 由 式 (4. 1. 16) 得 矩阵 方程 为 
> EY) sp Ca 1 17) 


到 5 iD,_U,; (4. | 18) 
Vv 二 L,_1D,_i7t (4. 1. 19) 
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am 一 CIID it+d, (4. 1. 20) 
如 果 4-: = deth4,; = 0, 则 由 式 (4.1.17) 及 行列 式 乘法 定理 知 
detD，: 二 det4，; 二 0. 于 是 det(L, 1D, 1) = detD,， 二 0, 即 
L, 1D, | 奇异 . 对 于 方程 组 (4. 1. 19) ,存在 (2 一 1) Xx 1 和 矩阵 了 使 
L, Dr = y, 而 Tf 关 T( 因 为 当 detB 一 0 时 ,线性 方程 组 Bx =0 有 
非 零 解 ,并 且 当 线性 方程 组 Bx = b 有 人 解 时 ,其 解 不 唯一 ). 同 理 , 因 
D, 1U, 1 奇异 ， 故 UD = (DU 1)" 奇异 ， 有 o 天 G 使 
Dr-iDrFic 一 J 或 oTD, U1 二 pT. 取 4, 一 ao 一 DT7, 则 有 


4 1 vy L,!1 0rD,: 01F0 ，Y 
“上 = i | 07 ;|| OT | 
这 与 4 的 LDU 分 解 的 唯一 性 假定 矛盾 ,因此 A, | 关 0. 
考察 1 一] 阶 顺序 主子 矩阵 A, 1 ;同样 有 A, ; = LL,:D, :U, ;， 
其 中 工 ,:,，D,;, U,_; 分 别 是 工 , D, UU 的 n 一 2 阶 顺 序 主子 矩阵 . 
于 是 由 D,_; 和 D,; 非 奇异 得 detA,, ; 二 detD, s 关 0, 或 A,; 关 0. 
依 此 类 推 ,可 得 A, 关 0,， 4-: 天 0,，…，4 关 0, 4 关 0. 必要 性 
得 证 . 
充分 性 . 知人 和 关 0 (三 1,2，…, 7 一 1), 则 由 Gauss 消 元 过 
程 和 前 面 的 推导 可 知 4 有 三 角 分 解 4 = 14 .在 式 (4. 1. 13) 中 
令 di 二 a 车 ?, 则 由 式 (4. 1.12) 得 


大 二 (R= 1 2 “** ,nn; Ao = 1) 


AL 
于 是 有 
di di di 
A 一 da 1 ，。 ， 一 DU 
人 四 
CQ i 
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即 和 4 有 LDU 分 解 A = LA4‘"? = 二 LDU,. 下 面 证 明 这 种 分 解 的 惟 
一 性 . 
设 这 个 分 解 为 式 (4.1. 16). 因 A 1 关 0, 故 从 式 (4.1.17) 得 
detD, 1 关 0,， 即 DD, i 非 奇 异 . 假定 4 还 有 另 一 种 分 解 方式 , 则 必 分 
别 有 一 1 阶 下 、 上 三 角 和 矩阵 上 ,, ,0 ， 和 对 角 和 矩阵 D,, 满足 式 
(4. 1.17), 且 D,, 非 奇 异 . 于 是 有 
Lt DaUrr = A Le iD UD, 

从 而 上 Li = DD, ,1D，Uz Da . 由 于 上 式 左边 是 单位 下 三 角 和 所 
阵 ,右边 是 上 三 角 和 矩阵 ,因此 Sree L, 1 是 单位 矩阵 ， 即 Li = Ln 
同 理 ,从 让 5 元 5 工 ， D， = 一世 0a ,可 得 区-02 和 DD 也 
都 是 单位 矩阵 , 故 a = U1, D, = D, 

以 上 分 析 说 明 , 若 A 有 分 解 式 (4. 1.16), 则 工 i ,D1,0, 1 都 
是 唯一 确定 的 . 由 于 D, i 的 非 奇异 性 , 从 式 (4.1.18) 和 式 
(4. 1. 19) 知 cz 和 7 也 是 唯一 确定 的 . 于 是 由 式 (4. 1. 20) 知 d， 也 
是 唯一 确定 的 . 到 此 4 的 LDU 分 解 的 唯一 性 得 证 . 证 毕 

对 于 非 奇 异 和 矩阵, 可 作 三 角 分 解 与 可 唯一 地 作 LDU 分 解 是 等 
价 的 ,因为 有 以 下 推论 . 

推论 阶 非 奇异 矩阵 A 有 三 角 分 解 和 4 = LU 的 充 要 条 件 是 
A 的 顺序 主子 式 A, 关 0 (k= 二 1,，2,…,n 一 1). 

证 ”由 定理 4.1 的 结论 ,充分 性 是 显然 的 . 现在 证 明 必要 性 
如 下 . 

因 A 和 非 奇 异 , 目 0 关 deth = detL. det , 故 工 ,f 非 奇异 . 设 
L= (,)wx U = C0)rxa; 则 Ls 关 0, ws 0 (1= 1,2,., nn). 
于 是 
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1 
1 人 
bi /22 
bnl Ln ! 
Pd 1 mi 
ll iz 
1 Wi12 Wln 
Wl Uil W11 
UW22 i a 到 
22 
i [Ld 
Um 。 
1 
lu 
L22 U22 i 
Ll rm 


再 用 定理 4. 1 中 证 明 式 (4. 1. 17) 唯一 性 的 同样 方法 可 知 ,A 
的 上 述 分 解 是 唯一 的 . 于 是 由 定理 4. 1 的 结论 , 便 得 A 关 0 (k= 
1，2，…， 7 一 1). 证 毕 
例 4.1 求 矩 阵 


= 汉 
4 2 
的 LDU 分 解 . 


矩阵 


] 3 
5 ] 
= 一 一 二 
计算 ee 2 
5 1 


对 4‘ 构造 矩阵 


0 


© va oo 
OO 
al we 


0 


由 式 (4. 1. 15) 求 出 


L 一 141iL, = 


一 | 二 于 
| 一 


于 是 得 4% 二 4 的 LDU 分 解 为 
A=LL,A®” = 


1 
Dy ， 一 | 一 
1 
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] 3 
1 0 02 0 0|11 广 py 
1 9 
2 
l] 2 1 0 0 0 0 ] 


年 阵 4 的 LDU 与 LU 两 种 分 解 都 需要 假设 A 的 前 4 一 1 阶 顺 
序 主子 式 非 零 . 如 果 这 个 条 件 不 满足 ,可 以 给 4 左 (或 右 ) 乘 以 置 
换算 阵 , 忆 以 二 阶 单位 矩阵 的 2 个 列 向 量 为 列 作成 的 z 阶 矩阵 ) ,就 
把 A 的 行 (或 列 ) 的 次 序 重新 排列 ,使 之 满足 这 个 条 件 . 从 而 就 有 
如 下 的 带 行 交换 的 矩阵 分 解 定理 . 

定理 4.2 设 4 是 ” 阶 非 奇异 矩阵 , 则 存在 置换 矩阵 使 P4 
的 2 个 顺序 主子 式 非 零 . 

该 定理 的 证 明 可 在 计算 方法 教材 [2] 中 找到 . 

推论 ” 设 4 是 ” 阶 非 奇异 矩阵 , 则 存在 置换 矩阵 ,使 

PA 一 ID0 = LDU (4. 1. 21) 
其 中 工 是 单位 下 三 角 和 矩阵 ,上 是 上 三 角 和 矩阵 ,U0U 是 单位 上 三 角 和 矩阵 ， 
D 是 对 角 和 矩阵 ，. 

如 果 方 程 组 (4. 1. 2) 的 系数 矩阵 4 非 奇 异 , 且 As 关 0 (= 1， 
2，"…，, 7 一 1), 则 存在 三 角 分 解 A = LU. 于 是 便 得 与 方程 组 
(4. 1.2) 同 解 的 .具有 以 三 角 和 矩阵 为 系数 矩阵 的 两 个 方程 组 为 

Ly=b 

Ux=y 
由 联 立 方程 组 (4. 1. 22) 的 第 一 个 方程 组 先 解 出 y, 再 代入 其 第 二 
个 方程 组 解 出 x, 这 就 是 解 线性 方程 组 (4. 1. 2) 的 三 角 分 解法 . 

如 有 果 方 程 组 (4. 1. 2) 的 系数 矩阵 4 的 某 个 顺序 主子 式 A, = 0 
(一 n) ,可 按 定 理 4. 2 的 推论 考虑 与 其 同 解 的 方程 组 

PAx 一 Pb 
于 是 , 仍 可 用 三 角 分 解法 (或 Gauss 消去 法 ) 求 其 解 . 


(4. 1. 22) 
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三 、 其 他 三 角 分 解 及 其 算法 


现在 阐述 直接 计算 非 奇异 矩阵 4 的 三 角 分 解 的 方法 . 
定义 4.2 设 和 矩阵 4 有 唯一 的 LDU 分 解 . 若 把 4 = LDU 中 
的 也 与 避 结 合 起 来 ,并 且 用 忌 来 表示 ,就 得 到 唯一 的 分 解 


A=LC(DU) = IU 


(4. 1. 23) 


称 为 4 的 Doolittle 分 解 ; 若 把 A = LDU 中 的 工 与 D 结合 起 来 ,并 


且 用 上 来 表示 ,就 得 到 唯一 的 分 解 
A= (LD)U = LU 


称 为 4 的 Crout 分 解 . 
下 面 讨论 Crout 分 解 的 实用 算法 . 设 
bl 1 MA12 
7 一 人 本 U0U= 1 


bnl bs2 办 ba 


1 一 1: l= an (一 1，2，…，71) 


U1 


(y 一 2， 3 
ll 


Ul; 一 li Wi,: Wi; 一 


对 于 二 2, 3,，…,n， 当 i 之 时 ,有 

ax = baw bev ir i 
于 是 le = ou — am tt blot) 
而 当 j 之 时 ,有 


Uy 一 la Ul Es 十 总 2 1, 十 Luus 


(4. 1. 24) 


(4il: 25) 


(4. 1.26) 


(4. 1. 27) 


(4. 1. 28) 
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于 是 
Ue 一 产 [au — (law te Lei ) (4. 1.29) 
3 


现在 以 6 阶 矩 阵 为 例 , 给 出 Crout 分 解 的 计算 顺序 . 由 式 
(4. 1. 26) , 式 (4. 1. 27) , 式 (4. 1. 28) 及 式 (4. 1. 29) 可 以 看 出 ,计算 
上 诸 列 及 UU 诸 行 的 顺序 如 下 框图 所 示 (框图 中 @ 为 计算 的 第 : 步 ， 
1 一 1，2，3，…). 


@ 用 式 (4.1. 27) 算 了 的 第 一 行 
@ 用 式 (4. 1. 29) 算 了 的 第 二 


大 
(4. 1. 28) 
he, I 


关于 鞋 和 吕 的 元 素 的 存储 安排 ,因为 在 利用 a, 计算 出 i 和， 
以 后 就 不 再 使 用 了 ,所 以 上 各 的 非 零 元 素 便 可 以 存放 在 4 中 相 
应 元 素 的 位 置 上 . 最 后 ,4 的 位 置 上 所 存放 的 元 素 就 成 为 


六 | 流 中 筷 半 出 洱 晶 


li U2 Wl13 ”Mn 
bz1 [22 UW23 UW2n 
bnl Ln bn3 ee Ll 


由 式 (4. 1.28) 和 式 (4. 1. 29) 可 以 看 出 ,第 & 步 计算 7。 和 Ug 
分 别 需 用 (n 一 &)k 十 2k 一 nn 十 1 次 加 减法 和 乘法 , 故 n 步 共 需 完成 


约 2Y)Cz 一 妨 A 二 下 十 DC) 次 加 减法 和 乘法 . 因此 ,Crout 分 


解 与 Gauss 消去 法 的 计算 量 基本 相同 . 
完全 类 似 地 可 由 定义 4.2 得 到 nn 阶 矩阵 A = (a, ) 的 Doolittle 
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分 解 的 算法 公式 为 


1 
ux = ax— lu (k=, i+l1, ,nn) 
7 一 ] 
(4. 1. 30) 
[ i 1 
、 
Wu 


当 有 和 为 实 对 称 正定 矩阵 时 ,A >0 (4 ==1,2,…,n). 于 是 A 


?一 】 
( 败 一 Duan ) (一 2 十 1，…，7) 
7 一 】 


A = LDU 
其 中 ,D = diag(di， d,， "°°*y dy 日 d, 计 0 (z= 1,， 2 *“**» n). 令 


D = diag( Vdi1, vd:， ny da) 


于 是 有 A= ILD’U 
由 A = 和 4 得 到 
LD’:U = UDLT 

再 由 分 解 的 唯一 性 有 

L=U', U=L7 
因而 有 

A = LDL = LDL’ (4. 1. 31) 
或 者 


A=IDL = (DD)T=G67 (4.1.32) 
这 里 G = LD 是 下 三 角 和 矩阵 . 
定义 4.3 称 式 (4. 1. 32) 为 实 对 称 正定 和 矩阵 的 Cholesky 分 解 
‘平方根 分 解 .对 称 三 角 分 解 ). 
令 G= (g,), 则 由 式 (4. 1. 32) 两 端 相 应 元 素 相等 可 得 
ay = gugnt gegnrat "gg (> 7) 
a 二 Bi 十 gz 十 "十 gx 
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从 而 得 到 计算 g, 的 递 推 公式 是 
(a, 一 这 时 (i = J) 


B= 二 (ww 一 Saas) 人 (4. 1. 33) 
0 (1 之 7]) 
因为 4 的 对 角 元 素 
。 一 之 /8 
所 以 有 
| g, | Va QZ) (4. 1. 34) 
由 式 (4. 1. 34) 可 知 ,Cholesky 分 解 中 的 中 间 量 g, 完全 得 以 控制 ， 
从 而 计算 过 程 是 稳定 的 ， 
为 了 避免 式 (4. 1. 33) 中 的 开 方 运算 ,可 用 式 (4. 1. 31) 建立 对 
称 正定 矩阵 的 分 解 . 
例 4.2 已 知 矩 阵 
人 0 
4A 一 | 一 2 3 二] 
0 =] 1 
求 A 的 Cholesky 分 解 . 


解 。” 容易 验证 A 是 对 称 正定 的 . 由 式 (4.1.33) 有 
g11 一 Van = V5 


a 2 /11 
8g21 一 -全 一 一 (az2 一 821 7)17 一 一 
8&11 V5 9 


U31 C32 R31821 9 
— 0， a Wi 
9 B11 e B22 11 


g33 = (ass 一 gh — gl2)1 7 = (1 一 言 )， ee 
33 33 31 3 11 11 
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从 而 
_2 
V5 0 0 |]Iv5 后 0 
11 5 


ee 1 _ 


2 顾 

4 一 | v5 5 11 
5 6 

人 0 三 

四 、 分 块 矩 阵 的 拟 LU 分 解 与 拟 LDU 分 解 


现在 讨论 如 何 将 方 阵 4 分 解 成 两 个 拟 三 角 抑 阵 的 乘积 问题 . 
在 此 基础 上 给 出 将 4 分 解 成 两 个 拟 三 角 和 矩阵 和 一 个 拟 对 角 和 扼 阵 的 
乘积 . 这 种 分 解 式 无 疑 对 处 理 高 阶 方 阵 分解 问 题 带 来 方便 ,并 能 
减少 计算 工作 量 . 这 里 只 限于 参加 运算 的 矩阵 在 纵向 及 横向 裂 分 
(分 割 ) 成 2 块 的 情况 . 但 是 反复 使 用 所 得 结果 ,很 易 推 出 在 纵向 
及 横向 裂 分 成 3 块 或 更 多 块 情况 下 的 公式 . 

设 AE R”, 将 4 裂 分 成 

Al A 
-la | (4. 1. 35) 

其 中 A 是 nn 阶 和 矩阵 ,4: 是 n; 阶 和 矩阵 (ma 十 ns = n). 

如 果 4 可 逆 , 构 造 拟 下 三 角 和 矩阵 


I 0 
4241 了 工 
并 左 乘 4 得 
了 O 1r4， A 注重 A 
A A ,| 及 2 | O Az We 


(4. 1. 36) 
这 相当 于 对 4 进行 ”1 个 倍加 的 初等 变换 . 再 由 式 (4. 1. 36) 便 得 分 


OO 
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块 矩 阵 (4. 1. 35) 的 拟 LU 分 解 
4 A I, O | rA A 
[a | ee ee | 

(4. 1. 37) 
式 (4. 1.37) 右边 第 二 个 和 矩阵 还 可 再 分 解 成 一 个 拟 对 角 和 抑 阵 和 一 

个 拟 上 三 角 和 矩阵 的 乘积 , 即 
让 | TI, 
i 


I AnA 
(4.1.38) 
O I 


这 就 是 分 块 矩 阵 (4. 1. 35) 的 拟 LDU 分 解 . 
如 果 4s 可 道 , 类 似 于 式 (4.1.38) 的 推导 , 可 得 分 块 矩 阵 
(4.1. 35) 的 另 一 个 拟 LDU 分 解 
4 A 了 A 422 41 一 4424 0O 
一 Xx 
区 | O 1, | O | 


入 1 O 
， 
O 虑 2 AAAii Al; 


ny 


2 


I 0 
(4. 1. 39) 
ee | 
分 解 式 (4. 1. 38) 表明 , 当 A 可 逆 时 ,有 
det4 = det4il 。det(A,, — A,lA1il Al,) (4. 1. 40) 
从 而 有 deth 关 0 的 充 要 条 件 是 det(4: 一 AsiAil A1s) 天 0; 分 解 式 
(4. 1. 39) 表明 , 当 4: 可 道 时 ,有 
detA = detA,, »。 det(Ail — A, Azz Azl) (4. 1. 41) 
从 而 有 deth 关 0 的 充 要 条 件 是 det(C4i: 一 Als Azz 4s1) 关 0. 
例 4.3 设 AE RR”,BER”", 则 有 
det(I, 二 AB) = det(1, + BA) (4. 1. 42) 
特别 是 对 于 a E RY!,bE R™!, 有 det(L, 十 ba') 二 1 十 a'b. 
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证 ”分 别 使 用 式 (4. 1. 40) 和 式 (4. 1. 41) 来 计算 下 面 的 分 块 


和 矩阵 
I, B 
a 

的 行列 式 , 便 有 

了 B 

det| I det(I,+ BA) = det(T, + AB) 

—A 了 

类 似 地 又 有 


I b 
det| |= det( 工 十 MI) = det(1 十 aiD) 一 1 十 GaIP 
— a 


例 4. 3 的 结果 在 系统 理论 中 经 常 磁 到 . 


习 题 4.1 
1. 求 矩 阵 
5 2 一 4 0 
2 一 2 1 
入 二 
一 4 一 2 5 0 
0 1 0 2 
的 LDU 分 解 和 Doolittle 分 解 . 


2. 证 明 式 (4. 1. 30). 
3. 设 4 为 实 对 称 正定 矩阵 ,县 Gauss 消去 法 第 一 步 得 到 的 矩阵 为 


~-----r-- 


pV) 
0 
证 明 B 仍 是 实 对 称 正定 矩阵 , 且 对 角 元 素 不 增加 . 
4. 求 对 称 正 定 和 矩阵 


9 2 一 4 
入 一 | 2 -| 
me 9 
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的 Cholesky 分 解 . 


9 4.2 人 矩阵 的 QR 分 解 


痛 先 介绍 Givens 和 矩阵 和 Householder 矩阵 的 基本 性 质 ,然后 
讨论 可 逆 和 矩阵 4 的 QR 分 解 及 4 与 Hessenberg 和 矩阵 的 正 交 相似 
问题 . 


一 、Givens 变换 与 Householder 变换 


1. Givens 矩阵 和 Givens 变换 
在 平面 解析 几何 中 ,已 知 使 向 量 x 顺 时 针 旋 转角 度 9 后 变 为 向 
量 y( 见 图 4.1) 的 旋转 变换 为 


cOSO sing 
y 一 | 上 一 Tx 


一 SInO coSsO 


因为 旋转 变换 不 改变 向 量 的 模 , 所 以 它 是 正 交 变换 ,从 而 了 是 正 交 
和 矩阵 , 旦 detT = 1. 

一 般 地 ,在 维 Euclid 空间 R" 中 , 令 el，e，…，en 是 它 的 一 
个 标准 正 交 基 . 于 是 在 平面 Le，eJ] 中 的 旋转 变换 定义 如 下 . 
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定义 4.4 设 实数 < 与 :满足 十? = 1, 称 


1 
1 
c 5 (2) 
1 
Ts = 有 (1 < J) 
1 
一 3 C (7) 
1 
1 
[z] Ly] (4. 2. 1) 


为 Givens 和 矩阵 (初等 旋转 矩阵 ), 也 可 记 作 T， = T,(c，s). 由 
Givens 和 矩阵 确定 的 线性 变换 称 为 Givens 变换 (初等 旋转 变换 ). 
容易 验证 , 当 c? 十 s* = 1 时 ,存在 角度 0, 使 得 c == cos0, s 三 
sinb, 
性 质 1 Givens 矩阵 是 正 交 和 矩阵, 且 有 
LT, Ce, $s) 1 = [T, Ce, s)] 一 了 (cy 一 5) (4. 2. 2) 
det[T,(c, s)]=1 
性 质 2 设 x=(& ,6,6) y=T,x = (n,m 
mm) ， 则 有 
/有 (4. 2. 3) 
m= (ki, 7) 
式 (4. 2. 3) 表明 , 当 台 十 关 0 时 ,选取 
¢ = & ， 5 一 2 (4. 2. 4) 
VE 十 名 ee 
就 可 使 九 一 V 名 十 多 之 0, 有 一 0.( 这 里 约定 :所 涉及 的 矩阵 与 向 
量 都 是 实 的 ) 


7 一 Ccé, 二 老 , 
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定理 4.3 设 x = (&， 名 ，…， 6 0, 则 存在 有 限 个 
Givens 矩阵 的 乘积 , 记 作 TT, 使 得 Tx ==| x | ei. 
证 ” 先 考 虑 & 头 0 的 情形 . 对 x 构造 Givens 算 阵 Ti (c, s); 
0 & 
V8 V8 TF 


Ti,x 一 (vy 十 色 ， 0， &， i &) 
再 对 Tisx 构造 Givens 和 矩阵 Ti3(c，5S) ， 


VS 十 名 加 


VB TAT /Ergie 


Tis (Ti, x) (VE& 十 名 十 名 ， 0，0， ci ， ”9 
如 此 继续 下 去 ,最 后 对 Ti Tox 构造 Givens 矩阵 Ti,(c, s): 


V 和 十 … 十 名- 名 


9 Ny i 
外 十 … 十 色 | 十 名 人 十 … 十 包 1 十 忆 
人 CT) = (VB 二 TTT, 0, .…, 0)7 


令 T= TiT Tis， 则 有 Tx 一 | x | el. 

如 果 各 一 0, 考 虑 所 一 … 一 和 一 0 总 关 0(1<& 委 2) 的 
情形 . 此 时 |x|= VY& 十 … 十 各, 上面 的 步骤 由 TT 开始 进行 即 得 
结论 亦 成 立 . 证 毕 

推论 设 非 零 列 向 量 xE R" 及 单位 列 向 量 z E R", 则 存在 有 
限 个 Givens 和 矩阵 的 乘积 , 记 作 了 ,使 得 Tx =| x | zx. 

证 ”根据 定理 4. 3, 对 于 向 量 x, 存 在 

T ”一 1 (7 是 Givens 和 矩阵) 
使 得 Tz =| x | e; 对 于 向 量 zx, 存在 
T? 一 1 (Tf? 是 Givens 矩阵 ) 
使 得 T*z =|z|e, = e1. 于 是 有 
Tx=|x|e =| x | TDz 


或 者 [TTVx=|x|z 


Co 二 
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再 由 式 (4. 2. 2) 可 得 

T= [TT = [C7817 TY = 

[CT )T CTI DT CT LT TH TH ] 

是 有 限 个 Givens 矩阵 的 乘积 ， 证 毕 

例 4.4 设 x=(3,， 4，5)T ,用 Givens 变换 化 x 为 与 ei 同方 
向 的 向 量 . 

解 对 构造 Ti:(c， S) : < 一 于 ， ;二 二， 则 

Tix 一 (5，0， 5) 

对 Tisx 构造 Tis(c， S): 5c 和 S i 则 


Ts (Ti xX) 一 一 (5V2， 0， 0) 


于 是 
人 0 人 3 4 0 
V2 V2 5 5 
T= TTT, = 0 1 0 4 3 0| 一 
1 1 9 5 
2 2 0 0 1 
3 4 5 
1 
|I—4Vy2 3V2 0 
op V2 3V2 
3 4 5 
Tx = 5V2e 


2. Householder 和 矩阵 和 Householder 变换 
在 平面 R: 中 ,将 向 量 x 映射 为 关于 ei 轴 对 称 (或 者 关于 “与 es 
轴 正 交 的 直线 ”对 称 ) 的 向 量 y 的 变换 , 称 为 关于 ei 轴 的 镜 象 ( 反 


射 ) 变换 ( 见 图 4.2). 设 x = | |, 则 有 
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全 0 
y=| I el (I— 2e,ei)x = Hx 
—é& 0 一 上 & 


其 中 e: = 加 互 是 正 交 和 矩阵 , 且 detH = 一 1. 


图 4.2 图 4.3 


将 向 量 x 映射 为 关于 “与 单位 向 量 w 正 交 的 直线 ”对 称 的 向 量 
y 的 变换 ( 见 图 4. 3) 可 描述 如 下 : 
xX— y= 2u(u'x) 
y=x—2uu x) = (TI— 2uu Tx = Hx 
容易 验证 ,H 是 正 交 和 矩 阵 , 且 由 例 4. 3 知 detH = 一 1. 
一 般 地 ,在 R" 中 ,将 向 量 x 映射 为 关于 “与 单位 向 量 w 正 交 的 
n 一 1 维 子 空间 ”对 称 的 向 量 y 的 镜 象 变换 定义 如 下 . 
定义 4.5 设 单 位 列 向 量 w E R", 称 
H= 1 2u (4. 2. 5) 
为 Householder 矩阵 (初等 反射 矩阵 ) ,由 Householder 和 矩阵 确定 的 
线性 变换 称 为 Householder 变换 (初等 反射 变换 ). 
Householder 和 矩阵 具有 下 列 性 质 ， 
(1) H' 一 百 (对 称 和 矩阵 )， 
(2) 再 ?5 百 王 工 ( 正 交 矩阵). 
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(3) 再 : 天 工 (对 合 矩 阵 ). 

(4) 百 ?= HH (自首 矩阵 ). 

(5) detH =— 1. 

直接 验证 可 得 性 质 (1) ~ (4), 利用 例 4.3 的 结果 可 得 性 
质 (5). 

定理 4.4 ”任意 给 定 非 零 列 向 量 x € R"*( 之 1) 及 单位 列 问 
量 z € R", 则 存在 Householder 和 矩阵 H, 使 得 Hx =| x | zx. 

证 ” 当 x = 二 | x |z 时 , 取 单位 列 向 量 w 满 足 w x 一 0, 则 有 


Hx = (I—2mu x =x—2uu x)=x=|x|z 
当 x 关 |x |z 时 , 取 
| (4. 2. 6) 
x | 
则 有 
(x—| x| zr Om—| x | z)’ 
Er 一 | | 
ee 
He= 小 证 记 -| 
x— (x—|x|z)=|x|z 
这 里 利用 了 等 式 | x 一 | x | z|? = 二 2(x 一 | x | z,x). 证 毕 
例 4.5 设 x= (1, 2, 2)T, 用 Householder 变换 化 x 为 与 el 
同方 向 的 向 量 . 


解 ” 计 算 |1x|=3, x 一 | x | el = 二 2( 一 1, 1, 1)”. 根据 式 
(4.2.6), 取 w= i 1, 1)7 ,构造 Householder 和 矩阵 


1 a 
-| 1 上 下 ern- 
1 1 


则 Hx = 3@1. 
下 面 的 定理 给 出 了 Givens 变换 与 Householder 变换 之 间 的 
联系 . 


定理 4.5 初等 旋转 矩阵 (Givens 变换 ) 是 两 个 初等 反射 矩阵 
(Householder 变换 ) 的 乘积 . 
证 ”对 于 式 (4. 2. 1) 的 初等 旋转 矩阵 工 ,如 果 取 单位 向 量 


更 一 (2 和 0， Ee 0， 9 0， eo 0， “9 o) 
4 4 


其 中 sin 生 是 z 的 第 ,个 分 量 ,cos 9 是 z 的 第 ) 个 分 量 , 则 由 式 
\4. 2.5) 得 初等 反射 矩阵 为 


H., = I— 2 一 
1 
1 
9 So 
COD- SIn 2 全 
1 
1 
一 sm 二 一 COS 5 0() 
1 
1 
[2] LJ 
再 取 单 位 向 量 


T 
yy» 二 (2 i 0 ， Sln Y， 0， 0， COS 区 ， 0 ， "eg 0) 
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。 ”其 中 ,sin 中 是 ， 的 第 ,个 分 量 ,cos 型 是 ， 的 第 ; 个 分 量 . 又 由 式 


(4. 2. 5) 得 初等 反射 矩阵 为 
H, 一 了 一 2wm = 
1 
1 
30 .30 
Ch sin 2 (2) 
1 
1 
— SIN 3 一 COS 学 (7) 
1 
1 
Lz] [Ly] 
直接 计算 可 得 
了 一 H,H, 证 毕 


需要 指出 ,初等 反射 矩阵 不 能 由 若干 个 初等 旋转 矩阵 的 乘积 
表示 ,其 原因 是 detH = 一 1, 而 detT， 一 1. 


二 、 和 矩阵 的 QR( 正 交 三 角 ) 分 解 


利用 正 交 ( 西 ) 矩阵 ,可 以 导出 类 似 于 定理 4.1 所 论述 的 关于 
实 ( 复 ) 矩阵 的 三 角 分 解 定 理 . 首先 给 出 下 而 的 定义 ， 

定义 4.6 ”如 果实 ( 复 ) 韭 奇异 矩阵 4A 能够 化 成 正 交 ( 西 ) 和 矩阵 
0 与 实 ( 复 ) 非 奇 异 上 三 角 和 矩阵 R 的 乘积 , 即 

A= OR (4. 2. 7) 

则 称 式 (4.2.7) 为 4 的 QR 分 解 . 

定理 4.6 设 A4 是 n 阶 实 ( 复 ) 非 奇 异 和 矩阵 , 则 存在 正 交 ( 西 ) 
矩阵 Q 和 实 ( 复 ) 非 奇异 上 三 角 和 矩阵 及 ,使 4 有 QR 分 解 式 (4. 2. 7); 
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且 除 去 相差 一 个 对 角 元 素 的 绝对 值 ( 模 ) 全 等 于 1 的 对 角 矩 阵 因 子 
外 ,分 解 式 (4. 2.7) 是 唯一 的 . 

证 记 和 矩阵 和 A 的 n 个 列 向 量 依次 为 a1 ,as ，…, a,. 因为 4 非 
奇异 ,所 以 这 ?个 列 向 量 线性 无 关 . 将 它们 按 Schmidt 正 交 化 方法 
正 交 化 之 ,可 得 到 ?个 标准 正 交 列 向 量 gj ，g: ，… ，9g,， 

对 ql ，a;，…, a, 正 交 化 ,可 得 

pi 一 a 
b, = a,— kb, 


b, < dn 一 R， m10b. 1 站 Rl bi 


其 中 ,h, 一 和， 7。 0 < 9. 将 上 式 改 写 为 
di 一 bi 


02 =k2ib + b, 


CQ = k,l bi a RD 十 i 十 Re 1 bi 0 
用 矩阵 形式 表示 为 
《ai ， d»,，""*， dad, ) i Cb 9 b,， "ey b,)C 


其 中 
l ks Ra 
c-| 工人 
1 


再 对 bi b; » ""*y b, 单位 化 ,可 得 
1 


qT (z = 1,， 2 ie n) 


于 是 有 
(dl, d»>,， ***， a, ) 一 (D); ， b,， 和 b,)C = 
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| b, | 


| b; | 
(qi, gq:, ***, gq,) C 


必 


Q= (gi, q:, .…, gq,) 
R= diag(|b|,|b|, ,|b,|).C 
则 8 是 正 交 ( 西 ) 矩阵 ,R 是 上 三 角 和 矩阵 , 且 有 A = OR. 
为 了 证 明 唯 一 性 , 设 4 有 两 个 分 解 式 
A= OR = OR 


(4. 2. 8) 


由 此 得 
QO=QORR’ 一 0OD 
式 中 ,D = RR 仍 为 实 非 奇异 上 三 角 矩 阵 . 于 是 
TI 一 CO=(CD)ICOD) = DD 
这 表明 D 不 仅 为 正 交 矩阵, 而且 还 是 对 角 元 素 的 绝对 值 全 为 1 的 
对 角 和 矩阵 . 从 而 Ri = DR ，O = QD-l. 证 毕 
例 4.6 试用 Schmidt 正 交 化 方法 求 矩 阵 


的 QR 分 解 . 
解 令 aqi ==(1,2,1)T, a= (2,1,2)T, a = (2,2, 1)7, 
正 交 化 可 得 
5 =a = (1,2, 1)7 
b; = a,—b,= (1,—1, 1)7 


A 
b, = qs 一 地 by 一 太 b 3 (去 0， 3 


根据 式 (4. 2. 8) 构造 矩阵 
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1 1 1 
V6 vy3 V2 
Ee 
V6 V3 

1 
V6  V3 V2 

7 

V6 1 1 世 Oe 

1 

R= En 1 二 | 一 “3 万 

2 1 1 

yp 


则 有 4 = QR. 

定理 4.6 还 可 作 如 下 的 推广 . 

定理 4.7 设 A4 是 m Xn 实 ( 复 ) 矩阵 , 且 其 个 列 线性 无 关 ， 
则 4 有 分 解 

A= QR 
其 中 ,@ 是 m Xn 实 ( 复 ) 矩阵 ,是 满足 8 "8=I(Q0"Q = 也 ,R 是 nn 
阶 实 ( 复 ) 非 奇异 上 三 角 和 矩阵 . 该 分 解除 去 相差 一 个 对 角 元 素 的 绝 
对 值 ( 模 ) 全 等 于 1 的 对 角 和 矩阵 因子 外 是 唯一 的 . 

现在 直接 用 Givens 变换 和 Householder 变换 , 把 满足 式 
(4.2.7) 的 正 交 和 矩阵 Q 具体 构造 出 来 . 

定理 4.8 任何 nn 阶 实 非 奇异 矩阵 4 = (av ),xn 可 通过 左 连 乘 
初等 旋转 矩阵 化 为 非 奇 异 上 三 角 和 矩阵 . 

证 第 1 步 :由 det4 关 0 知 ,4 的 第 1 列 b'Y = (aa，az，…， 
aa)7 关 0. 根据 定理 4.3, 存在 有 限 个 Givens 矩阵 的 乘积 , 记 作 
Ti， 使 得 

Tb =|bY |e (el€ R’") 
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令 aim = 二 | bY |, 则 有 


1 1 1) 
af ,af2 4 名 
0 
TA = 
. A 
0 


第 2 步 :由 det4” 天 0 知 ,49 的 第 1 列 b? 二 (a ,a ，…， 
< ) 天 0. 根据 定理 4.3, 存 在 有 限 个 Givens 矩阵 的 乘积 , 记 作 
Ti ,使 得 
T,b'? | b>) | el (el 多 R”!) 
令 22 = 二 15 |, 则 有 


a22” ,as? 
了 A -二 0 
。 A 

0 


be 


第 n 一 1 步 ; 由 deth4“"? 关 0 知 ,4 的 第 1 列 b? 一 
(Cai ao) 关 0. 根据 定理 4. 3, 存 在 Givens 矩阵 T_，, ,使 得 
Tib™? =| 0 |e (er € R’) 

令 a 二 | 02 |, 则 有 
Qn ed | 


0 pa 


T Wy. We 一 | 


I,: O01] rh ol 0O 
i 
0O T lo TJlo 1, 


则 了 是 有 限 个 Givens 矩阵 的 乘积 (读者 自己 验证 ) ,使 得 


矩 阵 论 


。 208 。 
a al we ai at» 
a a a 
了 4 = * : 
人 
Cr 
证 毕 
如 果 将 定理 4. 8 最 后 得 到 的 上 三 角 算 阵 记 为 R, 那 么 就 有 
A= QR 


其 中 ,8 = T'!. 因为 T 是 有 限 个 Givens 和 矩阵 的 乘积 ,而 Givens 和 矩 
阵 都 是 正 交 和 矩阵 ,所 以 T 是 正 交 和 矩阵 ,于 是 0 = 和 :一 于 也 是 正 交 


矩阵 . 
例 4.7 用 初等 旋转 变换 求 矩 阵 
0 1 1 
A=|1 1 | 
1 0 1 
的 QR 分 解 . 


解 ” 第 1 步 : 对 4 的 第 1 列 b” ”= 二 (0, 1, 1)' 构造 工 , 使 
Tb'» | pb‘» | e1.。 


1 0 工 

V2 V2 V2 
T, = 0 1 0|, Ts(T1,b ") 一 

1 1 0 
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CO 
厄 大 
T= TT,= |—1 . - 
0 Le 过 
万 大 
1 1 
V2 be st, 
A A 
TA=|0 一 1 —1 
0 es = 
V7 3 
一 1 一 1 人 
第 2 步 ,对 A = 1 1 的 第 1 列 pb‘?) 一 1 
J 加 
T;, 使 Tb 一 | b'? | ee. 
_ /2 _1 
3 V3 3 
fe * .Tb = E 
1 -及 " 
/3 3 
3 1 
2 
T, 二， T, A 二 V6 
3: 
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El 
则 有 
0 治 。 .二 于 
V6 3 
1 1 l 
OT 
4 
V2  wVW 3 
1 1 
人 下 
| 这 
V6 V6 
oe 
V3 


A=QOR 
需要 指出 ,使 用 Givens 变换 求 n 阶 和 矩阵 4 的 QR 分 解 时 ,上 三 


角 和 矩阵 R 的 第 1 行 元 素 与 TA 的 第 1 行 元 素 相 同 , 的 第 2 行 后 


n 一 1 个 元 素 与 T,4 的 第 1 行 元 素 相同 ……R 的 第 n 一 1 行 后 两 
个 元 素 与 T,14“” 的 第 1 行 元 素 相 同 ,而 R 的 第 7 行 最 后 一 个 元 
素 与 T -4 ”的 第 2 行 最 后 一 个 元 素 相同 . 此 外 ,TA 的 第 1 列 一 
定 是 (| bY | ,0,…, 0)7, 作 矩阵 乘法 时 应 避免 重复 计数 , 其 余 也 


是 如 此 . 
定理 4. 8 还 可 以 推广 到 复 矩 阵 的 情况 ,为 此 作 复 初等 旋转 


矩阵 


Pt 
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1 
1 
Cee Se (2) 
1 
U; = 
1 
一 se Ce (k) 
1 
1 

[Lz] Lk] (1 < k) 


其 中 ,c == cos0 > 0,s = sinb > 0,0 为 旋转 角 , 且 cc 十 s? 一 1,，0 十 
二 十 .Us 的 行列 式 等 于 ea) ,只 有 当 0, = 一 0, 十 2nx 时 ， 
它 才 等 于 1, 这 时 4% = 一 ,十 2nx, 这 里 为 整数 . 

容易 验证 UU = 了, 即 Us 是 酉 矩阵 . 当 取 n= 0 时 , 则 Us; 
成 为 


ce se 


1 
(4. 2. 9) 


如 果 给 定 两 个 不 同时 为 零 的 复数 ap, 则 总 可 以 选取 c,s,0,， 
0 ,使 得 
ocen 十 BBsee >0,， 一 ae 了 十 Bcea 一 0 
为 此 只 要 选取 
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a 
ne TT (4. 2. 10) 

0 一 一 arg a， 0 一 一 argAC 
利用 这 个 方法 ,可 以 像 证 明定 理 4. 8 一 样 证 明 下 面 的 定理 

定理 4.9 任意 抢 阵 都 可 以 通过 左 连 乘 以 若干 个 行列 式 值 为 
1 的 复 初等 旋转 矩阵 化 为 上 三 角 和 矩阵 , 且 其 对 角 线 元 素 除 最 后 一 
个 外 都 是 正 的 . 

下 面 论述 将 矩阵 进行 QR 分 解 的 所 谓 Householder 方法 . 

定理 4.10 任何 实 非 奇异 矩阵 4 = (a, )wx* 可 通过 左 连 乘 
Householder 矩阵 化 为 非 奇 异 上 三 角 和 矩阵 . 

证 第 1 步 : 由 det4 关 0 知 ,4 的 第 1 列 b? = 二 (an, azl，…， 
a )' 关 0. 根据 定理 4.4, 存 在 Householder 矩阵 Hi ,使 得 

Hib” =|bY | el (el ER") 
令 anm 一 | b'”|, 则 有 


(1) (1) eg (1) 
Qll , Ql12 Uln 


PE EE 


HA= A 


第 2 步 : 由 det4" 关 0 知 ,4 的 第 1 列 b? = (a$ as? ，…， 
a 了 关 0. 根据 定理 4.4, 存 在 Householder 矩阵 H, ,使 得 
Hb” =|b? |e (el € R™) 
令 a32 一 | b*”|, 则 有 


(2) (2) a (2) 
Q22 ; 423 U2n 


----- 


:40) = 
2 A 


第 n 一 1 步 ; 由 deth4‘"?” 壮 0 知 ,A4‘"” 的 第 1 列 b"? 了 = 
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《5 Ca 关 0. 根据 定理 4.4, 存在 Householder 矩阵 
Hi 使 得 
机 be 一 | br | e (e € R’) 
令 al 一 | b'"? |, 则 有 


(x—1) C11) 
Qn 1,nl | 


HA'"? | | 


I, O 1 Orl1l 0O 
fy i a hs 

O© 五 O 五 :JLO H, 

并 注意 到 , 若 五 , 是 2 一 ! 阶 Householder 矩阵 , 即 
五 , 一 了 ,一 2 (uuE€E R"', uu= 1) 


0 Pg 


部 
oh 
仿 


则 
[ee 
了 -2 | [ce ur |= 1,— 2w! 


(vER’, viv= uu = 1) 
是 nn 阶 Householder 矩阵. 因此 ,S$ 是 有 限 个 Householder 矩阵 的 
乘积 , 且 使 得 


(1) (1) (1) (1) 


C11 Q12 te Ql1,n1 Qin 
Qs2) ab?) as?) 
SA 一 : 
a 
CCrm) 


如 果 将 定理 4. 10 最 后 得 到 的 上 三 角 甜 阵 记 为 R, 那 么 就 有 
A= QR 
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其 中 ,8 = S$ ,因为 S$ 是 有 限 个 Householder 和 矩阵 的 乘积 , 而 
Householder 和 矩阵 都 是 正 交 和 矩 阵 , 所 以 S 是 正 交 和 矩阵 ,于 是 Q = 
S$ 一 S 也 是 正 交 和 矩阵 . 这 里 ,R 的 构成 规律 与 Givens 变换 中 下 
的 构成 规律 相同 . 

例 4.8 用 Householder 变换 求 矩 阵 


3 14 9 
4 一 |6 43 3 
6 22 15 


的 QR 分 解 . 
解 ” 对 A 和 的 第 1 列 ,构造 了 Householder 矩阵 如 下 : 


一 上 
5 一 |6| ,8 一 | pgD | el 一 6 和 
6 人 


1 2 2 
me 1 | 
2 1 


12 = | ls /2 一 | 82 | e, = | u 一 | 
:12 一 2 EU 


| 3 | 


pr 四 -9 
上 二 本 


Eee i 
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最 后 , 令 
5 10 10 
1 1 
s=| jn- 11 加 
H, 15 
一 1]4 2 5 
则 有 
5 —2 一 14 
1 
一- 工 2 
0O=S 再 kK 11 | 
10 一 10 5 


48 15 
R= 15 | A= OR 
= 


“三 、 和 矩阵 与 Hessenberg 矩阵 的 正 交 相似 问题 
矩阵 与 Hessenberg 矩阵 的 相似 问题 ,在 矩阵 特征 值 问题 研 究 


中 有 重要 应 用 -2 . 
定义 4.7 
Cil Cl2 W138 
U21 CC22 QW23 
C32 Ws3s 
入 一 
Ci 一 1 一 2 


Q1,n—1l 


C2 ,rz 一 1 


C3 ,nl 


Qn—1 ,nl 


n,n—!l 
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如 果 答 阵 A 二 《a, )wxon 的 元 素 满足 a, = 二 0 (i 


(4. 2.11) 


16 矩 阵 论 


则 称 4 为 上 Hessenberg 和 矩阵; 如果 4 的 元 素 满足 a, = 二 0 () > 1 十 
1), 即 


11 C12? 
C21 QW22 C23 
4 一 : : 人 。 (4 2 2 
Ci Crrli2 dll Colin 
Cnl Qn2 Se Qn,n—! Q me 


则 称 4 为 下 Hessenberg 和 矩阵 . 既是 上 Hessenberg 又 是 下 
Hessenberg 的 矩阵 称 为 三 对 角 和 矩阵 . 

者 能 使 矩阵 4 相似 于 上 Hessenberg 矩阵 ,那么 ,通过 使 4T7 相 
似 于 上 Hessenberg 矩阵 ,就 可 使 4 相似 于 下 瓦 essenberg 和 矩阵 . 因 
此 ,下 面 仅 讨论 矩阵 与 上 Hessenberg 矩阵 的 正 交 相 似 问题 (或 者 
说 :化 矩阵 与 上 Hessenberg 和 矩阵 的 正 交 相 似 问题 ). 

定理 4.11 任何 实 方 阵 A 都 可 通过 初等 旋转 变换 正 交 相似 
于 上 Hessenberg 和 矩阵， 

证 第 1 步 : 对 于 4 = (cv )wx，* 记 第 1 列 的 后 2 一 1 个 元 素 构 
成 的 向 量 为 6?, 即 

bY 一 (as ，asl ，，…，Q )T 
当 b= 二 0 时 ,不 必 进 行 变换 ; 当 b 夭 0 时 ,根据 定理 4. 3, 存 在 有 
限 个 Givens 和 矩阵 的 乘积 , 记 作 T ,使 得 
Tb =|bY |e, (el E 及 一 ) 
令 a$t = 二 | bY | , 则 有 


are a= 


1 07] rl 071Tr 
os le 
0 五 Lo nL 


A 
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第 2 步 : 对 于 4, 记 第 1 列 的 后 一 2 个 元 素 构 成 的 向 量 为 
2 , 即 


2) 一 
bo 一 (< 时 < 外 ，…， oa) 


当 罗 ”一 0 时 ,不 必 进 行 变 换 ; 当 &2> 尖 0 时 ,根据 定理 4. 3 ,存在 有 
限 个 Givens 和 矩阵 的 乘积 , 记 作 T ,使 得 
Tb? =|b? | el (el€ 及 一 ) 
pA = pb | , 则 有 


k | 1 0777 
0 了 0 了 


如 此 继续 下 去 ,直到 第 n 一 2 步 : 对 于 A“””, 记 第 1 列 的 后 两 
个 元 素 构 成 的 向 量 为 b””, 即 


pb‘'™?) ~- Ca CL 


nl,n—2 9 Cn,n—2 
当 b”” 二 0 时 ,不 必 进 行 变换 ; 当 b”” 关 0 时 ,根据 定理 4. 3, 存 
在 Givens 矩阵 T,_; ,使 得 


To 一 | 52 |e (e€R’) 


令 an5i,n2 二 | b"””|, 则 有 


A 


(nm—3) (rn—2) 《 


1 T T 下 

0 .Ve 1 0 ee (7—2) (n—2) (1n—2) 

0 T 0 T 一 一 Cr 一 1 一 2 Qn-l ,nl Wl -7 
n—2 7—2 


(n—2) (1—2) 
0 Qn,n—l Cm 
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则 8 是 有 限 个 Givens 矩阵 的 乘积 ,从 而 是 正 交 和 矩 阵 . 根据 分 块 矩 
阵 的 乘法 规则 ,可 得 


(1) 


Cl11 Qi12 x i * 关 

(1) (1) (2) ee 
Qs1 22 23 . x * 
as2? ass x x 


O40 = 


(rm—2) (rm—2) 《mr 一 2) 
Qn Mm ~ Mi 
《7 一 2) 《rm 一 2) 

人 nx 一 1 Cm 


上 式 右 端 矩阵 中 的 第 ; 行 第 7 列 ( > :十 1) 的 元 素 需 要 通过 和 矩阵 


乘法 运算 来 确定 . 证 毕 
定理 4.12 任何 实 方 阵 4 都 可 通过 初等 反射 变换 正 交 相似 
于 上 Hessenberg 和 矩阵. 


证 明 过 程 与 定理 4. 11 相仿 ,这 里 略 去 . 

推论 ”任何 实 对 称 和 矩阵 4 都 可 通过 初等 旋转 变换 (或 初等 反 
射 变换 ) 正 交 相 似 于 实 对 称 三 对 角 和 矩阵 . 

证 ”由 定理 4. 11( 或 定理 4. 12) 知 , 存 在 正 交 和 矩阵 Q( 有 限 个 
Givens 矩阵 的 乘积 ,或 有 限 个 Householder 矩阵 的 乘积 ) ,使 得 

0Q40' 一 B (上 Hessenberg 矩阵) 
上 式 两 端 取 转 置 , 并 注意 4 一 4, 便 有 
O40 二 三 B! 

因此 B = B, 从 而 B 的 第 i 行 第 ) 列 ( >: 十 1 的 元 素 都 为 零 , 即 
B 是 三 对 角 和 矩阵 . 再 由 B” 一 吾 知 , 召 是 对 称 的 三 对 角 和 矩阵 ， 证 毕 

例 4.9 ”用 Householder 变换 化 实 对 称 和 矩阵 
1] 0 1 
0 1 2 
1] 2 1 


入 二 


正 交 相似 于 三 对 角 和 矩阵 . 
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外 ”对 bm 一 [1]' 计 和 
5 一 | sr laa=| | "= 入 [| 
1 
es 1 0 0 
co-|。 上 
0 1 0 
1 0 
wor -| 1 ?| 
0 2 1 


习 题 4.2 
1. 用 Schmidt 正 交 化 方法 求 和 矩阵 


1 1 
1 0 1 


的 QR 分 解 . 


2. 用 Givens 变换 将 问 量 x Ee 《2 ， 3， 0， SY) 变换 为 与 e1 同方 问 . 
3. 写 出 R: 中 的 向 量 x 关 于 ei 正 交 的 轴 的 反射 变换 . 
4. 设 变换 Hx = 二 x 一 a(x, Ww (YxE R"), 其 中 w 是 欧 氏 长 度 为 1 的 向 


量 . 问 ;a 取 何 值 时 , 吾 是 正 交 和 矩阵 ? 


9 已 知 问 量 x 一 (&, &，'， &.)1 ER', 且 x 一 和 el~&ez 0， 证 明 : 


存在 正 交 移 阵 Q( 初 等 旋转 矩阵 之 积 ) ,使 Ox 二 (& ， C2 0,***， 0) . 


6. 已 知 问 量 光 一 (&， &， 四 &)T € R" , 求 初等 反射 矩阵 H, 使 Hx = 


(&， 次 ， 0 …， 0) 


7. 用 Givens 变换 求 抢 阵 
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的 QR 分 解 . 
8. 用 Householder 变换 求 矩 阵 


4 1 
(全 
的 QR 分 解 . 


9. 用 Householder 变换 化 矩阵 


12 16 
和 = |12 288 oo 
16 309 312 


正 交 相似 于 三 对 角 和 矩阵 . 
$4.3 和 什 阵 的 满 秩 分 解 


本 节 论 述 将 非 零 矩 阵 分 解 为 列 满 秩 矩阵 与 行 满 秩 和 矩阵 的 乘积 
问题 . 这 种 分 解 理论 ,将 在 第 6 章 关 于 广义 逆 矩 阵 的 研究 中 有 重 
要 的 应 用 . 

定义 4.8 设 AEC” (yr 0), 如 果 存 在 矩阵 下 E Crxr 和 
G € Cr ,使 得 

A= FG (4. 3. 1) 
则 称 式 (4. 3. 1) 为 矩阵 4 的 满 秩 分 解 . 

当 A 是 满 秩 ( 列 满 秩 或 行 满 秩 ) 矩阵 时 ,4 可 分 解 为 一 个 因子 
是 单位 矩阵 , 另 一 个 因子 是 4 本身, 称 此 满 秩 分 解 为 平凡 分 解 . 

定理 4.13 设 AEC”™"(r 汪 0), 则 A 和 A 有 满 秩 分 解 式 (4. 3. 1)， 

证 rank4 一” 时 ,根据 矩阵 的 初等 变换 理论 ,对 4 进行 初等 
行 变换 ,可 将 4 化 为 阶梯 形 和 矩阵 B, 即 
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行 G 
三 加 G € CY (4. 3. 2) 


于 是 存在 有 限 个 m 阶 初等 矩阵 的 乘积 , 记 作 己 , 使 得 
P4 一 下 或 者 A=P'B 
将 王 :分 块 为 
PP 
则 有 
G 
O 
其 中 五 是 列 满 秩 矩阵 ,G 是 行 满 秩 和 矩阵 . 证 毕 
须要 指出 的 是 ,矩阵 4 的 满 秩 分 解 式 (4. 3. 1) 不 是 唯一 的 . 这 
是 因为 若 取 D 是 任 一 个 r 阶 非 奇 异 和 矩阵 , 则 式 (4. 3. 1) 可 改写 为 
A = (FD)(D-'G) = FG 
这 是 4 的 另 一 个 满 秩 分 解 . 
按照 定理 4. 13, 可 以 使 用 矩阵 的 初等 行 变 换 方法 求 矩 阵 的 满 
秩 分 解 . 
例 4. 10 求 矩 阵 
一 10 1 2 
A=| 1 2 一 :1 


2 i el 


A=P"B=[F s]| = 


的 满 秩 分 解 . 

解 ”根据 定理 4. 13 的 证 明 过 程 提 供 的 算法 ,需要 求 出 阶梯 
形 矩 阵 召 及 诸 初等 矩阵 的 乘积 王 . 为 此 ,对 和 矩阵 [4 太 进行 初等 
行 变换 , 当 4 所 在 的 位 置 成 为 阶梯 形 和 矩阵 B 时 , 工 所 在 的 位 置 就 是 
进行 初等 行 变换 对 应 的 初等 矩阵 的 乘积 P. 
10 1 210 0 

12—1 10 1 | 

2 2 一 2 一 1 0 0 1 


[A = 


所 以 
1 09 1,2 
o-oo i | 
0 0 0 0 1 一 1 
可 求 得 
1 0 0 
| 
-2 1 1 
于 是 有 
1 0 
A=|-11| ，，:| 
0 2 0 3 


| 

在 例 4. 10 中 , 求 列 满 秩 矩 阵 正 时 ,需要 求 出 矩阵 己 及 其 逆 矩 
阵 PP ,这 是 十 分 麻烦 的 . 为 了 避免 这 些 运算 ,引入 下 面 的 定义 ， 

定义 4.9 设 如 ECGr 二 0), 且 满足 ， 

(1) 吾 的 前 > 行 中 每 一 行 至 少 含 一 个 非 零 元 素 , 且 第 一 个 非 零 
元 素 是 1, 而 后 mm 一 7 行 元素 均 为 零 ; 

(2) 奉 B 中 第 i 行 的 第 一 个 非 零 元 素 1 在 第 ), 列 (1 = 1, 2， 
… 7, 则 1 过 

(3) B 中 的 1， js:，…，, J, 列 为 单位 矩阵 I 的 前 7 列 . 

那么 就 称 B 为 Hermite 标准 形 . 

显然 , 任意 非 零 矩阵 A € C”* 可 通过 初等 行 变 换 化 为 
Hermite 标准 形 吾 , 且 吾 的 前 > 行 线性 无 关 . 

定义 4.10 以 nn 阶 单位 矩阵 I; 的 2 个 列 向 量 el ，es ，…，e， 
为 列 构成 的 了 阶 和 矩阵 
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P= (ee, , 0,,, 6 ) (4. 3. 3) 
称 为 置换 矩阵 ,这 里 j1，, J;， “*°*, jx 是 1， PA n 的 一 个 排列 ， 
例如 ,和 矩阵 


P= (es ， Cd el， e; ) 一 


+ OO OO OO 
OO OO OO ~ 
OO OO mm OO 


就 是 一 个 4 阶 置换 矩阵. 

定理 4.14 设 AEC” ™(r 汪 0) 的 Hermite 标 准 形 为 B( 如 定 
义 4.9), 那 么 ,在 4 的 满 秩 分 解 式 (4. 3. 1) 中 ,可 取 正 为 4 的 1i， 
J2，"…，J; 列 构成 的 m Xr 和 矩阵,G 为 B 的 前 7 行 构成 的 r Xn 和 矩阵 . 


证 ”由 A 一 >B 知 ,存在 mo 阶 可 逆 矩 阵 己 ,使 得 
P4 一 有 或 者 4 一 卫 -B 
根据 定理 4. 13 ,将 卫 一 分 块 为 
P71=[F S$§], FEC®, §E Ce 
可 得 满 秩 分 解 A 二 FG ,其 中 G 为 B 的 前 7 行 构 成 的 r Xn 和 矩阵 . 
下 面 确定 列 满 秩 矩阵 F. 参照 4 的 Hermite 标准 形 B, 作 阶 
置换 矩阵 
P, = (e,, ,ee,, ee,,,», *,€,) 
划分 A 和 A= (ql, ay，…，a)， B= (bi, b;,…,b,), 则 有 
4Pi = (a ,a ,a "a,) 
BP, = (b,,*b,,b,,,*b,)= 项 | 
0O 0 
其 中 BE C™~”?, 再 由 和 A4= 二 PB 可 得 
4P, = P!(BP;) = [Ps]| |- [FF FB,,] 
0O 0 


即 F 为 AP, 的 前 7 列 构 成 的 矩阵 ,也 就 是 4 的 7 » Jj29 ”9 列 构 
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成 的 矩阵 . 证 毕 
2 0 0 1 全 
例 4.11 aa | 1 6- FD mmo. 
j j 0 
fi 12 0 
解 4 一 -|0 0 1|l=B 
0 0 0 


因为 B 的 第 1 列 和 第 3 列 构成 五 的 前 两 列 ,所 以 F 为 4 的 第 1 列 
和 第 3 列 构成 的 3 X2 矩阵 ,从 而 有 


se 1 1/2 0 
‘| I 0 中 
国 
利用 矩阵 的 满 秩 分 解 处 理 一 些 矩 阵 问 题 时 , 有 了 时 会 十 分 
方便 . 
例 4.12 设 Ai 与 4: 都 是 m Xn 和 矩阵 ,证 明 
rank (A + A,) < rankA + rankA, 
证 ”如果 A! = 二 0, 或 者 4, = 0, 则 结论 显然 成 立 . 如果 


Al 关 O 且 A 和 ; 关 O, 设 A 和 与 hs 的 满 秩 分 解 分 别 为 
A = Fo, A, = FF,G; 


则 有 
Ci 

A 十 A = FG, 十 FG: = LF P]| | 
2 


从 而 有 
rank(Al 十 As) 攻 rank[F: F,] 
< rankF + rankF, 一 rankA, 十 rank4， 
例 4.13 设 AE Cr >> 0), 则 必 有 分 解 式 
A=QR 
其 中 8 是 m Xr 和 矩阵 ,8"Q = 二 了 ,而 R 是 r Xn 矩阵 , 它 的 7 个 行 线 
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性 无 关 . 
证 作 4 的 满 秩 分 解 
A= FG 
其 中 FE Cr CE Ce". 由 定理 4.7, 可 将 FF 分 解 成 
F = OR 
其 中 RR 为 了 阶 非 奇 异 和 矩阵 ,@ 为 m Xr 矩阵, 且 0*@= 工 于 是 
4 一 CRIC 一 CR 
这 里 R 一 RiG, 它 的 >- 个 行 线性 无 关 . 


习 题 4.3 


l: ==} 1 1 


1. 求 下 列 各 矩阵 的 满 秩 分 解 . 
= 
= 


2 3 0 
C7 0 ,2 1. =] 
1 0 2 1 

1 .=:, dl 


2. 设 BE RY"'(r > 0), 证 明 BT7B 非 奇 异 . 
3. 设 B 和 依次 是 mXn 和 n Xm 和 矩阵 . 车 Bh == 了, 则 称 B 为 4 的 左 
逆 和 矩阵 ,4 为 B 的 右 逆 和 矩阵 .证明 4 有 左 逆 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 为 列 满 秩 


; (2) 


和 矩阵 . 
4， 设 矩阵 正 E Cer， GE CY 证明 rank(CFG) 一， 
5. 证 明 
rank4 一 rank(4I4) = rank(44 7 ) 
这 里 A ER. 


S$ 4.4 纤 阵 的 奇异 值 分 解 


矩阵 的 奇异 值 分 解 在 最 优化 问题 ,特征 值 问 题 . 最 小 二 乘 方 问 
题 , 广 义 逆 和 矩阵 问题 及 统计 学 等 方面 都 有 重要 应 用 . 
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一 、 和 矩阵 的 正 交 对 角 分 解 


由 定理 1. 42 的 推论 1 知 , 若 4 是 2 阶 实 对 称 和 矩阵 , 则 存在 正 交 
矩阵 8, 使 得 
QA4Q = diag(Mi, As, **, A,) (4. 4. 1) 
其 中 4.(i 二 1, 2,…, n) 为 矩阵 A 的 特征 值 ,而 0 的 n 个 列 向 量 组 
成 4 的 一 个 完备 的 标准 正 交 特征 向 量 系 . 
对 于 实 的 非 对 称 和 矩阵 4, 不 再 有 像 式 (4. 4. 1) 的 分 解 . 但 却 存 
在 两 个 正 交 矩阵 PP 和 0Q ,使 P AQ 为 对 角 和 矩阵 , 即 有 下 面 的 正 交 对 
角 分 解 定理 . 
定理 4.15 设 AE R” 非 奇异 , 则 存在 正 交 和 矩阵 PP 和 0Q ,使 得 
PiAQ = diag(o, ogo, '**, o,) (4. 4. 2) 
其 中 co >0 (= 1,2,…,n). 
证 ”因为 4 非 奇异 ,所 以 4I4 为 实 对 称 正定 矩阵 . 于 是 存在 
正 交 和 矩阵 8, 使 得 
QT (ATA)Q = diag(A1, As, ,As) 
其 中 心 盖 0 (4 = 1,2,…, nn) 为 47h 的 特征 值 . 令 
0 = VA (t=1,2,.,n), A= diag(o, g, *, 0,) 
则 有 
QT™(ATA)O= A’ 
或 者 (A0A 1)TA0 = A 
再 令 了 = 二 404 一 ,于 是 有 
PTP 一 (404-)T(C404-) 一 工 


即 PP 为 正 交 和 矩阵 , 且 使 
P'AQ = A= diag(o, oc, '**, 0,) 证 毕 

改写 式 (4. 4. 2) 为 
入 一己 。diag(ol，c，…，o)。O- (4. 4. 3) 


称 式 (4. 4. 3) 为 矩阵 4 的 正 交 对 角 分 解 . 
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二 、 和 矩阵 的 奇异 值 与 奇异 值 分 解 


为 了 论述 矩阵 的 奇异 值 与 奇异 值 分 解 , 需 要 下 面 的 结论 : 

(1) 设 AE CC” (ry >>0)， 则 484 是 Hermite 和 矩阵 , 且 其 特征 
值 均 是 非 负 实 数 ; 

(2) rank(4HEA) 一 rankA4; 

(3) 设 4AE C", 则 4=O 的 充 要 条 件 是 4 4 = 0. 

这 些 结 论 请 读者 证 明 . 

定义 4.11 设 4AECc2r>>0)，424 的 特征 值 为 

hl 之 h 之 … 之 1 全 A++ 一 … 一 a» 三 0 

则 称 o, = Va, (1 = 二 1,2,…,n) 为 4 的 奇异 值 ; 当 4 为 零 矩阵 时 ， 
它 的 奇异 值 都 是 0. 

易 见 ,矩阵 和 A 的 奇异 值 的 个 数 等 于 A 的 列 数 ,4 的 非 零 奇 异 值 
的 个 数 等 于 rank4. 

定理 4.16 设 4AEC2r>0), 则 存在 刀 阶 本 矩阵 避 和 ? 阶 
本 和 矩阵 站, 使 得 

pp | 

O OO 
其 中 劝 == diag(oi ,os ，…, 0o,) ,而 co 二 1, 2,…,7) 为 矩阵 4 的 
全 部 非 零 奇 异 值 . 

证 ” 记 Hermite 矩阵 A 4 的 特征 值 为 


0 | (4. 4. 4) 


和 
根据 定理 1. 42 ,存在 n 阶 西 矩阵 V, 使 得 
Ai 
五 ” O 
V (A A)V 一 … - | | (4. 4. 5) 
2 O© 0 


将 V 分 块 为 
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V= [LV Vij, VEC™,V, € CE 
并 改写 式 (4. 4. 5) 为 
AHEA4V = y| | 
O 0 
则 有 
ATAVI =VB’:, ATAV,=0O0 (4. 4. 6) 
由 式 (4. 4. 6) 的 第 一 式 可 得 
Vi "A "AV 二 ?或 者 (AVBD')N(AVID!) 一 了 
由 式 (4. 4. 6) 的 第 二 式 可 得 
(AV2)H(AV,)= 二 OQ 或 AV,=0 
令 D 一 4V 一, 则 UiaU = 工 , 即 UU, 的 > 个 列 是 两 两 正 交 
的 单位 向 量 , 记 作 Di = (wi, ws，…, uw,). 根据 定理 1.3, 可 将 ， 
tw ，"…, WU, 扩充 为 C” 的 标准 正 交 基 , 记 增添 的 向 量 为 ui， …， 
Un ,并 构造 矩阵 U; = (wu, xn ) ，, 则 


人 
是 m 阶 本 和 矩阵, 且 有 
Da = 工 ，UaU = 0 
于 是 可 得 
UY 
UAV = Ua[4AV， AV;]= | [U5 0]= 
UEUE O01 rs 0 
本 oj- 区 | 
证 毕 
改写 式 (4. 4. 4) 为 
4-olz ol 了 
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称 式 (4. 4. 7) 为 矩阵 4 的 奇异 值 分 解 . 

从 定理 4. 16 的 证 明 过 程 可 以 看 出 ,4 的 奇异 值 由 4 唯一 确定 ， 
但 是 酉 矩阵 0 和 Y 一 般 是 不 唯一 的 . 因此 ,和 矩阵 4 的 奇异 值 分 解 
” 式 (4.4.7) 一 般 也 是 不 唯一 的 . 
1 
0 的 奇异 值 分 解 . 
0 


0 1 
例 4.14 求人 第 阵 和 A = 上 .法 
0 0 


1 0 1 

解 -ea 1 1 

1 1 2 

A 一 0, 对 应 的 特征 向 量 依次 为 


的 特征 值 是 A!l 一 3，42 二 1 ， 


于 是 可 得 


村， 1 
V7 /2 
U=AV5 一 |1 1 
V2 2 
0 0 
构造 
SL 1 
J 克 
U; = 0 9 U = |[U, U; | 一 本， 二 二. 0 
1 V2 V2 
0 0 1 
则 A 的 奇异 值 分 解 为 


-3 0 0 
‘ol 1 小 
0: 次 省 
例 4.15 设 矩 阵 4 的 奇异 值 分 解 为 式 (4. 4. 7) ,证 明 ; U 的 列 
咎 量 是 44" 的 特征 向 量 ,V 的 列 向 量 是 4sA 的 特征 向 量 . 
证 ”根据 式 (4. 4.7) 可 以 求 得 


? O 
AAT -Ul” 四 
OO OO 
即 (44E)U7 一 U 二 diag (Al 9 Ay ， “0 A 0， et 0) 


记 U 二 (1, Ws，…, Ww), 则 上 式 可 写 为 
(AAF)w, =Au, GQ=1,2,..,m) 
这 表明 是 44 的 属于 特征 值 4, 的 特征 向 量 ( 当 i 时 ， 
人 ,一 0). 
同 理 可 证 另 一 结论 . 
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需要 指出 ,在 奇异 值 分 解 式 (4.4.7) 中 ,虽然 的 列 向 量 是 
445 的 特征 向 量 ,V 的 列 向 量 是 44 的 特征 向 量 , 而且 44” 与 
AHA 的 非 零 特征 值 完全 相同 (定理 1. 16) ,但 是 依 此 分 别 确定 的 丁 
矩阵 0 和 VV 不 一 定 能 够 形成 4 的 奇异 值 分 解 . 例如 
a 
0 1 
2 0 


和 一 


5 0 
可 求 得 hr4 一 > ”| 的 特征 值 为 1 二 5, 和 二 1, 由 两 两 正 
交 的 单位 特征 向 量 构成 的 正 交 矩 阵 可 取 为 


1 :0 < 
| 0 1 0| 的 特征 值 为 A 三 5，4 三 |， 


9: .0 4 
1 二 0, 由 两 两 正 交 的 单位 特征 向 量 构成 的 正 交 矩阵 如 取 作 
1 0 ， 
1 
U= 二 | 0 V5 0 
NB 0 1 
时 ,有 


而 取 作 


V5 0 —]1] 0 
Ulo 1 太一 0 1 一 和 A 
0 0 2 0 


定理 4. 17 在 奇异 值 分 解 式 (4.4.7) 中 , 记 U 和 V 的 列 向 量 
分 别 为 WU, WU, ,WU,, 和 vi， y2 ，***， y， 则 有 


N(A) 二 L(y 9 Br2, ""**, y,) (4. 4. 8) 
R(A) -= 工 (ze » U2, "°°*, U,) (4. 4 9) 
入 一 四 三 由 二 owv 二 .二 ou,v! (4. 4. 10) 


证 沿用 定理 4.16 的 证 明 过 程 中 引进 的 记号 ， 可 将 式 
(4. 4.7) 写 为 


H 
A= [U, o:]| olys]= UEVE (4.4.11) 
于 是 有 
N(A)= {x | Ax 一 0) = ‘x | UBVix 一 0) = 
{x | Vix = 0) 一 


{x | X 一 ky 二 kiz V2 十 …… 十 Roy ， 开 ， EC 一 
L(y, V2, ee, yx ) 
即 式 (4. 4. 8) 成 立 . 又 由 式 (4. 4. 11) 有 
4) 一 (人 (717 一 4xz) = {y|y =U (x)} CC RU) 
KU)= {yl y=Uz)= {y|y= A(VE!z)) C RA) 
故 R(A) = R(UI) = Ln, w, ,a) 
即 式 (4.4. 9) 成 立 . 再 由 式 (4. 4. 11) 直接 计算 ,可 得 


Ol 
A = (wu,…, | 四 | 一 
Oy 
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vi 


(oil 2 9 ”5 ou,) ‘ = Oil 十 人 二 ouvi 

vi 

即 式 (4. 4. 10) 成 立 . 证 毕 
表达 式 (4.4. 10) 是 对 Hermite 矩阵 的 谱 分 解 式 (1. 3. 29) 的 


推广 . 
三 、 和 矩阵 正 交 相抵 的 概念 


定义 4.12 设 A4,B E€ Re ,如果 存 在 m 阶 正 交 和 矩 阵 U 和 nn 阶 
正 交 矩 阵 V, 使 也 = UT!AV, 则 称 A4 和 B 正 交 相抵 . 

在 定义 4.12 中 ,如 果 取 A4,BER™",U 一 V, 则 B= 二 U7 AU. 于 
是 正 交 相抵 就 成 为 正 交 相 似 , 即 正 交 相抵 可 视 为 正 交 相似 概念 的 
推广 . 

不 难 验证 , 正 交 相抵 具有 自 反 性 .对 称 性 和 传递 性 ,因此 正 交 
相抵 是 等 价 关 系 . 它 所 形成 的 等 价 类 称 为 正 交 相抵 等 价 类 . 

定理 4.18 正 交 相抵 矩阵 有 相同 的 奇异 值 

证 ”如果 B 一 UiAV, 只 要 能 推出 B7B 与 4" 和 4 有 相同 的 特征 
值 就 行 了 . 事实 上 

BTB= (UIAV)OTOUIAV) = ViAT(U DU AV = 
VICATANV 一 VC4I4)V 

这 表明 BTB 与 474 相似 ,从 而 它们 有 相同 的 特征 值 . 于 是 4 与 B 
有 相同 的 奇异 值 . 证 毕 

由 定理 4.18 知 , 正 交 相 抵 等 价 类 中 的 矩阵 都 有 相同 的 奇异 
值 ,所 以 对 此 类 中 任 一 矩阵 4, 所 作 的 奇异 值 分 解 A4 二 CDVY 中 的 
矩阵 D 相同 , 即 D 是 该 矩阵 类 中 的 标准 形 和 矩阵 . 


习 题 4.4 
1. 设 o 和 om 是 矩阵 4 的 最 大 奇异 值 和 最 小 奇异 值 . 证 明 :m 一 | 41 2: 
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一 > 
当 4 是 非 奇异 矩阵 时 , | 4- 上 ,一 = 


2. 给 出 应 用 奇异 值 分 解 式 (4.4.7) 求解 齐 次 线性 方程 组 hr 二 0 的 
方法 . 


3. 设 AE Rr"(r>>0,m 之 nn),o 是 A 的 奇异 值 ,证 明 A 一 Dz. 
1 0 
4. 求 A4= 。 | 的 奇异 值 分 解 . 
] 
有 
5. 设 AE Co (7>>0) 的 奇异 值 分 解 为 式 (4. 4. 7), 试 求 矩阵 且 二 [4 | 的 
一 个 奇异 值 分 解 . 


第 5 章 特征 值 的 估计 及 对 称 
和 矩阵 的 极 性 


本 章 主要 讨论 数值 代数 中 的 三 个 特殊 理论 , 即 特征 值 的 估计 、 
广义 特征 值 问题 以 及 实 对 称 和 矩阵 (一 般 是 Hermite 和 矩阵 ) 特征 值 的 
极 小 极 大 原理 . 其 次 也 涉及 一 些 特征 值 和 奇异 值 的 扰动 问题 . 最 
后 简要 地 介绍 矩阵 直 积 的 一 些 性 质 及 其 在 线性 矩阵 方程 求解 方面 
的 应 用 . 这 几 方 面 的 内 容 , 在 矩阵 的 理论 研究 与 实际 应 用 中 都 有 
着 相当 重要 的 作用 . 


$5.1 特征 值 的 估计 


复数 域 上 nXn 和 矩阵 4 的 2 个 特征 值 的 几何 意义 是 复 平 面 上 的 
n 个 点 ,要 计算 这 些 特征 值 一 般 比较 困难 . 因此 ,对 于 它们 所 在 的 
位 置 给 出 一 个 范围 ,就 是 特征 值 的 估计 问题 . 所 给 出 的 范围 越 小 ， 
则 估计 的 精度 就 越 高 . 另外 ,在 大 量 的 应 用 当中 ,也 往往 不 需要 精 
确 地 算出 矩阵 的 特征 值 , 面 只 需 估计 出 它们 所 在 的 范围 就 够 了 . 
例如 ,和 自动 控制 有 关 的 Routh-Hurwitz 问题 ,就 是 要 估计 和 的 特 
征 值 是 否 都 有 负 的 实 部 , 即 是 否 都 位 于 复 平面 的 左 半 平 面 之 中 ;和 
差分 方法 稳定 性 有 关 的 问题 ,是 要 估计 一 个 矩阵 的 特征 值 是 否 都 
在 复 平面 的 单位 圆 上 ; 和 线性 代数 方程 组 的 迭代 法 求解 有 关 的 问 
题 ,是 要 估计 一 个 矩阵 的 特征 值 是 否 都 在 复 平面 的 单位 圆 内 ; 等 
等 . 所 以 , 从 矩阵 的 元 素 出 发 , 若 能 用 较 简 便 的 运算 给 出 矩阵 特 
征 值 的 所 在 范围 ,将 有 着 十 分 重要 的 意义 . 
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Sg 特征 值 的 界 
首先 给 出 直接 信 计 短 阵 特征 信 模 的 上 界 的 一些 方法 
定理 5.1 设 A = (co ) € Room， 令 M= ,ax 3 | ar 
ar | . 若 人 表示 4 的 任 一 特征 值 , 则 4 的 虚 部 Im 满足 不 等 式 
Mimie Mf (5.1.1) 
证 设 x= (&, 色 ,…, 6&)T 为 4 的 属于 特征 值 的 一 个 特 
征 向 量 , 即 hx 一 Xx. 不 失 一 般 性 ,可 假定 rax 二 D>), = 1 于 


是 由 
x hx 一 MxHxz 一 人 
两 问 取 共 轿 转 置 ,得 
和 一 (xiAxr) = xiANx 一 xiATx 


用 ] = v 一 1 表示 虚数 单位 , 则 有 
2]ImGA) 一 人 一 人 一 xxH(A 一 4TJx 一 


3 (4 一 人)xz 十 xi(4 一 4T)z] 一 

二 [xm(A 一 AT7)x 十 xr(h 一 4)zxj] = 

> [De, — a )éé, + De, 一 ar)66, |= 
人 二 6 

注意 到 (a,, 一 4 恩 针 外 是 纯 虚数 ,上 式 两 端 取 模 即 得 


4 | Im(A) [< Dy | d,s dsr 1) 6,—&é, SEE 
el 
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MD | 8¢,— = | | 
r,s=1 rs 
r,s=1 


由 于 任意 个 实数 六， 疡 ，…， 加 但 满足 
ma( 天 十 …… 十 天 ) 一 (六 十 …… 十 加 和 一 2) (mn 一 %)* 宇 0 
lt km 
所 以 
(Cmts Em C1 2) 
利用 不 等 式 (5. 1. 2) ,可 得 


4[ImCAD) J 人 Me[ >) 8&6, 本 86， 关 < 
rs 


r,$=1 


nn— DM D) | 8,—&é, | 


5 
mr3 8 一 工 


又 由 
| 8 一 6 |? = (6 一 6) (Eee 一 6e,) = 
2 1 和 1181 一 名 8 一 8 
可 得 
> | -> | $8, —&é, |: 
rs 


r,s 二 1 


2 > 18 | | 1 DE ee) = 
r,s=1 


r,s 二 1 


2 6 28 
r=1 s=1 r=1 s=1 


因此 4LIm(GA) J 过 < nn — DM:, 也 就 是 


长 


Te eM 2 证 上 
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推论 ” 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 都 是 实数 . 

事实 上 , 当 4 为 实 对 称 和 矩阵 时 ,M 二 0. 由 定理 5.1, 可 得 
Im(A) 一 0， 即 1 为 实数 . 

引 理 1 设 BEC”, 列 向 量 yE€EC" 满足 jy ;= 1， 则 
[ly'By|< lBI|,. 

证 设 B= (5,)wxr,y 二 (加 ，m，"…，)' ,于 是 有 


yrBy | 一 | D767m | max|b, | D1nlly < 
i,7=1 ey 11*=] 


] n 
max | b, 2 7 | ) = 
攻 z37 一 ] 


max | 6 1: 二) = B1 证 毕 
定理 5.2 设 4EC, 则 4 的 任 一 特征 值 满足 
ES 
| ReCD) | 之 地上 A+AF 1 (5. 1. 3) 
Im |< 志 14 一 An 1 。 C8 A 


证 x 二 (&, 名,，…, 所 )" 是 和 的 属于 特征 值 的 单位 特征 
问 量 , 则 有 4x = Xx. 两 端 左 乘 以 x* ,可 得 4 = x"Ax ,再 取 共 思 转 
置 , 即 得 4 二 x"A"x. 根据 引 理 1, 有 
14|=| x Ax |< 14|,. 


| Re() | 一 志 14+X|= 
1 H H 1 H 
1x (+4Oz 委 三 1 4 十 4 | 
ImQD |= 计 1 一 1 一 到 |za(4 一 ADxl< 寺 14 一 As | 


证 毕 


推论 。 Hermite 矩阵 的 特征 值 都 是 实数 , 反 Hermite 矩阵 的 
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特征 值 为 零 或 纯 虚 数 . 
事实 上 , 当 A 和 为 Hermite 和 窍 阵 时 ,由 式 (5.1.4) 知 Im(X) 一 0， 
即 1 为 实数 ; 当 有 A 和 为 反 Hermite 矩阵 时 ,由 式 (5. 1.3) 知 Re(4) = 
0, 即 4 为 令 或 纯 虚 数 . 
1 


例 5.1 估计 矩阵 4 一 | ，。 “| 的 特征 值 的 上 界 ， 


解 ” 应 用 定理 5.2, 可 得 |4 | 二 2, | ReG) | 委 2,， | ImG) | 过 
1. 3. 应 用 定理 5. 1 估计 Im(4),， 有 


MG inay le ~ 


一 0. 65 


实际 上 ,A 的 两 个 特征 值 是 1;，= (1 Ey 钛 前 


| 1 |= 0.632 456， | ReMi1s) |= 0.5，| Imdl，) |= 
0. 387 298. 

例 5. 1 表明 ,在 估计 实 抢 阵 的 特征 值 的 虚 部 上 界 时 ,定理 5.1 
的 结果 优 于 定理 5. 2 的 结果 . 

为 了 方便 以 后 的 讨论 ,在 此 引进 以 下 两 个 定义 . 


定义 5.1 设 4= (a,)wn EC™Y, 记 R,(4) = 二 >)|a,,| 人 ( 简 
5s=1 


sr 
写 为 R,), r= 二 1,2,…,n. 如 果 | a | 之 R,(r==1,2,…, 7), 则 
称 和 窍 阵 4 按 行 严格 对 角 占 优 ;如 果 | a,, | 守 R,(r = 1,2,…, nn)， 
且 有 1 委 盖 委 2 ,使 得 | a,， | 二 R, 成 立 , 则 称 和 矩阵 4 按 行 ( 弱 ) 对 
角 占 优 . 

定义 5.2 设 4AEC"” ,如 果 4 按 行 严 格 对 角 占 优 , 则 称 4 按 
列 严格 对 角 占 优 ; 如 果 4: 按 行 ( 弱 ) 对 角 占 优 , 则 称 和 4 按 列 ( 弱 ) 对 
角 占 优 . 

对 直接 估计 和 矩阵 特征 值 之 乘积 的 模 的 界 , 再 给 出 以 下 两 个 
方法 


定理 5.3 设 A= (ao EC™Y, 令 M,=|ar | 十 2) | 4a, 


5 一 站 1 


| 
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人 | a,，| . 如 果 么 按 行 严 格 对 角 占 优 , 则 


o< TI” <ldea1= TTI% I<TIM, Che le 


且 当 a,， 2 式 (5. 1 5) 中 等 号 成 立 ， 
证 ”由 于 4 按 行 严 格 对 角 占 优 ,所 以 det4 关 0 了 ,考虑 方程 组 


C21 名 
: | 十 4 | : 
nl n 


因为 4 按 行 严 格 对 角 占 优 , 所 以 41! 亦 按 行 严格 对 角 占 优 , 故 
detA1 关 0， 从 而 上 述 方程 组 有 了 唯一 解 9 即 

xD 一 (6D ，,…，&GD )T 
并 且 | 名" | 二 max{(| 6 |,，…, |? | ) 二 1. 事实 上 , 当 & 半 0 
时 (否则 结论 显然 成 立 ) ,由 于 


W222 ”U2n 


= 0, A! = 


Gn? | Cm 


aa 十 之 ant =0 (2<k<n) 


)》 


2 
则 有 4 有 一 aa 12 入 ED (2 夺 k nn) 


如 果 | 怠 ” | 宇 1, 则 得 


an la la an oe ee 
二 
这 和 和 按 行 严 格 对 角 占 优 的 条 件 相 矛 盾 , 故 | | 二 1 成 立 . 
利用 分 块 矩 阵 的 性 质 以 及 x 的 定义 ,有 


1 0 
detA = det 4| | -= 
x I 


@ 参阅 本 章 例 5 8 的 论述 
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p a a 
det| i “|= bu detAi 
0 A 


其 中 ;bi 一 Gil 中 > en 9 | & | 一 1 (s= 2,3,., 7n). 
5=2 


对 4; 继续 上 述 过 程 , 可 得 
detA! = b,, detA, 


其 中 ,bz 三 az 十 ae ，| &° |<=<1(s=3,4,.%,n). 
3 一 3 
C33 ee C3n 
4 一 : ; | 
Wn3 aee Cm 
于 是 detA = Di1 D2 detA,. 
重复 上 述 过 程 ,最 终 可 得 
deth 一 | (a 十 > 
r—l s=rt1 


其 中 ,> ,ae =0, 1 6 | 一 1 (r==1,2,…, n 一 1; s 之 7). 再 
5s 三 # 十 1 


由 不 等 式 
lal-lb|l<|lat+b lelalt+lb | C6716) 
可 得 


天 | 
r=1 5 一 * 十 1 r=1 s=t+1 
Tas + > ae9 
s=1 s=7t1 


和 (ar lt 2 la tlle? DETT a I+ 1a 1) 
也 就 是 式 (5. 1.5) 成 立 . 

特别 地 , 当 a,, = 0(s 主 7) 时 ,; 恒 有 m, = M,(r = 1,2,…， 
n) , 故 得 


=| det4 |= [| 14.(4) |< 
r=1 
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0< [ao1= 1m,=| dt l= [T1164)1= 11M, 
r=1 7r 一 1 r 一 ] r=1 


证 毕 
1 一 0.8 
例 5.2 信 计 短 阵 A 二 |，。 ”| 按 模 最 小 特征 值 的 


上 界 . 
解 由 定理 5.3,4 按 行 严 格 对 角 占 优 , 且 有 Mi = 1.8， 


| 2(4) la < | [41] < FTIm = V1.§ 
r=1 r=1 


实际 上 ,4 的 两 个 特征 值 是 X41.; = 二 1 土 ] V0.4, 从 而 | At: | = 
V1.4. 

定理 5.4 (Hadamard’s inequality) 设 和 A= (a,,)wxn E CY™", 
则 有 


[E14) 1=| deth I< [TI 1a I (5.17 
r 一 I sl r=1 


且 式 (5. 1.7) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 某 a 二 0 或 者 (a,, a,) = 
0 (r 关 5). 这 里 aa，a，…，qw 表示 A 的 个 列 向 量 . 

证 ”如 果 向 量 组 a ,as，…, qa, 线性 相关 , 则 det4 二 0, 式 
(5. 1.7) 显然 成 立 . 下 面 假定 它们 线性 无 关 . 根据 定理 1. 33, 从 
a1，4:，"…， a 出 发 ,可 以 构造 非 零 癌 量 组 hb ，b,,，…, b, 两 两 正 
交 , 且 满足 


ai 一 bi 
az = b; Avibi 


tds => bs 十 Asib1 十 Asz bs (5. 上 , 8 ) 


Cn 一 b., 十 An 及 Ss 十 A -1 D1 
其 中 ,A, = 二 (a, b,)/|b,|? (> 7). 
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今 B = [5 b, on b, ], 则 由 式 (5. 1 8) 可 得 
1 Az1 ?An 
0 1 人 An2 


0 0 sss 1 
于 是 det4 = detB. 又 由 思 , b,，…,b, 的 两 两 正 交 性 及 式 
《5. 1. 8) ,可 得 
| a, 1 = | b+Aabit+ 二 A011b, | 一 
外 及 十 | aa 上 bi 有 ?十 … 十 
[a | bl? Ob 


和 | detB |: = detB8detB 一 | 及 1 = (TTHb,1). 因此 
5 一 】 5 一 1 ~ 
| det4 |= | detB | 一 | 811 科 Ta = 
s=1 $7 .1 


[11(2, | a,, ou 
即 式 (5. 1.7) 成 立 . 
特别 地 , 若 某 a。= 0, 则 式 (5. 1.7) 两 端 均 为 零 , 从 而 等 号 成 
立 ; 若 (a,, a,) 二 0 (r 关 5), 则 有 


| det4 |* = detA"det4 = [Tilasl:= 11(2, 1a 1) 
s=1 s=1 r=1 


也 就 是 式 (5. 1.7) 中 等 号 成 立 . 
反之 ,各 a, 天 0(s=1,2,..,7n) 且 存 在 最 小 指标 So ,使 满足 
(as，au ) 天 0 《ro 过 50), 则 式 (5.1.8) 可 写 为 


di 一 hb 


a, 二 D， 一 1 


b, 十 … 和 十 … 


a 
50 ro 


。244 。 知 阵 论 


且 4s., 二 (a, , b, )/ bb, |= (a , a, )/ | a,’ 关 0. 于 是 
Ta, |? = bs 二 十 nb, 十 … ?= 
bb 十 … = 
lb | 
类 似 于 前 面 的 推导 ,可 得 


| det4 |= | detB|= [T1151 <Eillal = 
s=1 s=1 


EL onpol 
这 表明 , 式 (5. 1.7) 中 等 号 成 立时 , 必须 有 某 a。 二 0 或 者 
(a,, a,) = 0(r 5). 证 毕 
下 面 的 定理 将 给 出 矩阵 特征 值 模 之 平方 和 的 上 界 估计 方法 . 
定理 5.5 (Schur’s inequality) 设 A 二 (a,,)wx EE C™ 的 特 
征 值 为 A1，4;，…，4,, 则 有 


> (5. 1. 9) 
r=1 7 95 一 上 


证 ”根据 定理 1. 41, 存 在 西 和 矩阵 吕 , 使 得 4 一 DUTUS ,其 中 工 
是 上 三 角 和 矩阵 . 于 是 工 的 对 角 线 上 的 元 素 如 都 是 4 的 特征 值 ， 
且 有 


> > 

由 于 西 相似 矩阵 具有 相同 的 迹 , 而 这 里 A8A 一 UCTST)UF ,所 以 
THD = tr(MA#4) = >) | ay: 证 毕 
7r 一 1 r,s=1 


例 5.3 在 定理 5.5 中 ,不 等 式 (5.1.9) 的 等 号 成 立 的 充 要 条 
件 是 A"A 一 44", 即 4 是 正规 矩阵 . 

证 ”因为 存在 西 和 矩阵 UU, 使 得 4 = UTU™(T 是 上 三 角 和 矩阵 )， 
所 以 4 "4 二 A4" 等 价 于 
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DT TU = UTT"U™ 

也 就 是 TaT = TT 但 THT 一 TTE 成 立 的 充 要 条 件 为 了 一 
diag (ti » L229 ***， tm ) ,此 时 

Dg 

r,s=1 r=1 
也 就 是 
DD TD = 4M) = 2 1a 1 
Pel rl rss= 1 


例 5. 3 再 一 次 给 出 了 定理 1. 42, 即 4 为 正规 矩阵 的 充 要 条 件 
是 4 西 相似 于 对 角 和 矩阵 . 


9 
例 5.4 已 知 和 矩阵 A 二 | 1 0 0 | 的 一 个 特征 值 
0 1 0 


是 2, 估计 另外 两 个 特征 值 的 上 界 . 
解 ” 记 妨 = 二 2, 4 与 1 表示 4 的 另外 两 个 未 知 特征 值 . 根 
据 定 理 5.5, 有 


3 
ra ed 
r=1 


> [emslPa 
故 | 44 | 之 5. 同 理 可 得 14; |<<5. 
实际 上 ,A 的 另外 两 个 特征 值 分 别 是 1 和 1, 可 见 这 里 的 估计 是 
正确 的 ， 


二 、 特征 值 的 包含 区 域 


本 段 讨论 在 特征 值 估计 方面 的 一 些 基 本 包含 性 定理 . 
定义 S. 3 设 A = (Qs ) rxn € C™, 称 由 不 等 式 
| (5. 1. 10) 
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在 复 平 面 上 确定 的 区 域 为 矩阵 4 的 第 i 个 Gerschgorin 圆 ( 盖 尔 
圆 ) ,并 用 记号 G, 来 表示 . 其 中 


R, = R.(4) = > |a | (5. 1. 11) 
7 了 一 1 


7 天 


称 为 盖 尔 圆 G, 的 半径 (: = 1, 2,…, nn). 

定理 5.6 (Gerschgorin theorem 1) 矩阵 4 一 (ay )w。E Co 
的 一 切 特征 值 都 在 它 的 二 个 盖 尔 圆 的 并 集 之 内 . 

证 ” 设 4 为 4 的 任 一 特征 值 ,x 二 (& ,&,，…,&)7 为 属于 
的 特征 向 量 . 令 |&, | 二 max|&|, 则 & 天 0. 由 于 hr 一 Mr 所 以 


ud = 4 
1=1 


印 Ca 本 4 ) 6 和 2 jak, 
7 天 z0 
从 而 可 得 
| 4 = | Saw 2 > > | di 5 3 Rk, 
了 天 10 3 了 天 10 6 | 
pe 当然 4 也 在 4 的 nn 个 盖 尔 圆 G G,(1 i * ,7) 
的 并 集 之 内 . 证 毕 
1 0.1 0 2 0,.3 
8 |0.5 3 i 
例 5.5 估计 和 矩阵 4 = ee 人 的 特征 


和 
值 范 围 . 
解 4 的 4 个 盖 尔 圆 为 
| z 一 1 | 过 0.1 十 0.2 十 0.3 二 0.6 
| zx 一 3| 委 0.5 十 0.1 十 0.2 = 0.8 
十 二 人 全 1 未 0 二 1 
| z 十 4 | 过 0.2 十 0.3 十 0.1 二 0.6 
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画 在 复 平 面 上 如 图 5. 1 所 示 ， 


于 是 ,4 的 全 部 特征 值 就 在 这 四 个 盖 尔 圆 并 起 来 的 区 域 之 中 ， 

在 例 5. 5 中 ,G1! 和 G; 是 交 结 在 一 起 的 ,它们 的 并 集 是 一 个 连 
通 区 域 ( 所 谓 连通 区 域 , 是 指 其 中 的 任意 两 点 都 可 以 用 位 于 该 区 域 
内 的 一 条 折线 连接 起 来 ); 交 绪 为 一 起 的 兽 尔 圆 所 构成 的 最 大 连通 
区 域 称 为 一 个 连通 部 分 . 孤立 的 一 个 盖 尔 圆 就 是 一 个 连通 部 分 . 
例 5. 5 中 有 三 个 连通 部 分 , 即 G! 和 Gs 的 并 集 是 一 个 连通 部 分 ,G 
与 G4 各 是 一 个 连通 部 分 . 

定理 5.6 仅仅 说 明了 和 矩阵 4 的 一 切 特征 值 都 在 它 的 全 部 盖 尔 
圆 的 并 集 之 内 ,而 没有 说 明 在 那个 盖 尔 圆 中 有 几 个 特征 值 . 为 解 
决 这 一 问题 ,需要 下 面 的 定理 . 

定理 5.7 (Gerschgorin theorem 2) 由 和 矩阵 4 的 所 有 盖 尔 圆 
组 成 的 连通 部 分 中 任 取 一 个 ,如 果 它 是 由 & 个 盖 尔 圆 构 成 的 , 则 在 
这 个 连通 部 分 中 有 且 仅 有 4 的 & 个 特征 值 ( 盖 尔 圆 相 重 时 重复 计 
数 ,特征 值 相同 时 也 重复 计数 ). 

证 ”考虑 带 参数 的 矩阵 
Cll Udall2 “” Udin 
UQ 21 U22 ”Ud2n 


A(u) = 


Ud nil UL 2 se Gm 


。248 。 和 矩 阵 论 


U11 0 0 
a 0 

A(0) = 
0 0 an 


是 对 角 阵 , 且 4(0) 的 特征 值 就 是 al ，az ，…，aw ,也 就 是 盖 尔 圆 
G,( 一 1，2，…，72) 的 圆心 . 

和 矩阵 的 特征 值 是 连续 依赖 于 矩阵 元 素 的 (由 根 与 系数 的 连续 
依赖 定理 : 首 项 系数 不 为 零 的 nn 次 多 项 式 的 n 个 根 都 是 其 系数 的 
连续 函数 ) ,因此 ,4(x) 的 特征 值 4,Cu) (1 = 1, 2,…, n) 是 连 
续 依 赖 于 的 . 考虑 xE [0, 1] 的 情形 ,此 时 4,(0) = a, 是 4(0) 
的 特征 值 ,4,(1) 是 4 的 特征 值 . 因此 ,4,(w) 在 复 平面 上 画 出 的 连 
续 曲 线 必 以 1 (0) 为 起 点 ,以 4,(1) 为 终点 . 

现在 设 A(1) = A 的 一 个 连通 部 分 是 由 它 的 & 个 盖 尔 圆 构成 
的 , 记 作 D. 因此 ,4(0) 的 个 特征 值 必 在 其 中 , 如果 D 中 没有 
A4(1) 一 4 的 & 个 特征 值 , 则 至 少 有 一 个 m ,使 得 点 1，(0) 连续 地 变 
动 到 点 4 (1), 且 % (1) 在 DD 之 外 . 根据 定理 5.6,4, (1) 是 4 的 特 
征 值 ,因而 必 在 和 4 的 另外 一 个 连通 区 域 D 之 中 . 如 图 5.2 所 示 . 一 
条 连续 曲线 4 (x) 的 起 点 在 DD 中 ,而 终点 在 DD 中 . 因此 ,这 条 曲线 
必定 有 一 部 分 既 不 在 DD 中 ,又 不 在 D 中 ,也 不 在 A 的 其 他 连通 部 分 
之 中 . 也 就 是 说 ,存在 uw。 E (0, 1) ,使 得 4,(w) 不 在 和 A 的 所 有 盖 
尔 圆 

| zx 一 a。 | 委 民 (一 1，2,…，7) 
的 并 集 之 中 . 但 因 4, (zx ) 是 A(w) 的 特征 值 , 由 定理 5. 6, 它 必 在 
盖 尔 圆 
| za, | 过 >3 | wa, |= uoR, (i=1,2,.,n) 
了 天 = 


的 并 集 之 中 . 又 由 | = 一 ao。 | 过 wR, 包含 于 | zx 一 a。 | 雪 民 ,所 以 
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产生 矛盾 . 此 表明 :A 在 D 中 的 特征 值 个 数 不 可 能 少 于 &. 同样 可 
证 ,4 在 D 中 的 特征 值 个 数 也 不 能 多 于 &. 因此 ,4 在 D 中 的 特征 值 
个 数 恰 好 等 于 &. 证 毕 

由 定理 5.7 可 知 , 例 5.5 中 人 G 与 G 中 各 有 一 个 特征 值 ,而 C 
和 Gs 构成 的 连通 部 分 中 有 两 个 特征 值 . 

值得 指出 ,由 两 个 或 两 个 以 上 的 盖 尔 圆 构成 的 连通 部 分 ,可 能 
在 其 中 的 一 个 盖 尔 圆 中 有 两 个 或 两 个 以 上 的 特征 值 ,而 在 男 外 的 
一 个 或 几 个 盖 尔 圆 中 没有 特征 值 . 


1 一 0. 8 
例 5.6 讨论 矩阵 4 一 | ，。 | 的 特征 值 分 布 状况 ， 


解 4 的 两 个 特征 值 为 hs = 元 C1 士 ] V5. 5). 人 的 两 个 盖 尔 
贺 为 | = 一 1| 入 0.8 和 | z | 区 0.5. 它们 构成 4 的 一 个 连通 部 分 . 
由 于 


| 
所 以 ,4 的 两 个 特征 值 都 不 在 盖 尔 圆 G; 之 中 ( 见 图 5. 3). 
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下 面 应 用 盖 尔 圆 定 理 研究 矩阵 特征 值 的 隔离 问题 . 设 
4 一 (a, eR ,构造 对 角 和 矩 阵 


D = diag (oi 9 CQ29， ”9 Qn ) 
其 中 ,ai， Q29 "> Qn 都 是 正 数 。 由 于 
B= DAD-! 一 Ge (5. 1. 12) 
Qj nXn 


相似 于 和 4, 所 以 B 与 4 的 特征 值 集合 相同 . 注意 到 B 与 4 的 主 对 
角 线 元 素 对 应 相等 ,于 是 有 下 面 的 推论 . 
推论 ”车 将 式 (5. 1. 10) 中 的 R, 改 为 


i | 于 (5. 1. 13) 
吕 | 
则 定理 5. 6 与 定理 5. 7 的 结论 仍然 成 立 ， 
利用 推论 ,有 时 能 够 得 到 更 精确 的 特征 值 的 包含 区 域 . 


20:.. .5.. 8 
例 5.7 隔离 矩阵 4= |4 10 1 | 的 特征 值 . 
1 . 兴 10] 


解 4 的 3 个 盖 尔 圆 为 

Ci: |z—20 | 过 5.8 

G::; |z—10 | 过 5 

Gs: | zx 一 10] | 过 3 
Gi 与 G; 相交 ;而 G; 孤立 ,其 中 丛 
好 有 4 的 一 个 特征 值 , 记 作 4;( 见 
图 5. 4). 根据 式 (5. 1. 12) ,选取 

D= diag(l, 1, 2) 

则 图 5.4 
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20: 5 必 ; 才 
B= DAD™ = : 10 0.5 
2 10] 


的 3 个 盖 尔 圆 为 

Gi!: |z—20 | 过 5.4 

Gi/; | z 一 10| 委 4.5 

Gy : | > 一 10] | 志 6 
易 见 ,这 是 3 个 孤立 的 盖 尔 圆 ,每 图 5.5 
个 盖 尔 圆 中 恰好 有 B 的 (也 是 4 的 ) 一 个 特征 值 ( 见 图 5. 5). 注意 
Gz 中 的 特征 值 就 是 G; 中 的 特征 值 4 ,所 以 4 的 3 个 特征 值 分 别 位 
于 G!, Gz 及 G; 之 中 . 

例 5.7 表明 ,对 于 矩阵 4, 适当 选取 正 数 ma ，cz ，…，cn， 可 以 
获得 只 含 4 的 一 个 特征 值 的 孤立 盖 尔 圆 . 选取 al, Qs ，…, a 的 一 
般 方 法 是 :观察 4 的 ”个 盖 尔 圆 , 欲 使 第 : 个 盖 尔 圆 C, 的 半径 大 
(或 小 ) 一 些 , 就 取 aw >1 (或 w 过]1)， 而 取 a 三 … 王 arl 一 
cr 一 … 一 an 一 此 时 ,B = DAD™ 的 第 z 个 盖 尔 圆 G! 的 半径 
比 G, 的 半径 大 (或 小 ) ,而 吾 的 其 余 盖 尔 圆 的 半径 相对 变 小 (或 变 
大 ). 但 是 ,这 种 隔离 矩阵 特征 值 的 方法 还 不 能 用 于 任意 的 具有 互 
异 特征 值 的 矩阵 ,比如 主 对 角 线 上 有 相同 元 素 的 矩阵 . 

利用 定理 5.6 可 以 证 明 下 述 熟 知 的 结论 ， 

例 5.8 如果 算 阵 A = 二 《a, )wxn 按 行 ( 列 ) 严格 对 角 占 优 , 则 
det4 关 0, 

证 ”由 于 deth 一 0 的 充 要 条 件 是 A 以 伶 为 其 一 个 特征 值 ,所 
以 只 需 证 明 : 当 A 满足 按 行 ( 列 ) 严格 对 角 占 优 的 条 件 时 , 它 无 零 
特征 值 ( 这 里 仅 就 行 的 情形 予以 证 明 ). 

设 4 是 4 的 任 一 特征 值 , 则 存在 1, 使 + € G,, 于 是 可 得 


14 一 as |<R,= >,1a, | 
了 天 : 
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ww 
了 天 


这 与 4 按 行 严格 对 角 占 优 的 前 提 冲 突 , 故 应 有 14 尖 0, 再 由 的 任意 
性 , 即 得 det4 关 0， 
由 定理 2. 9 知 , 对 于 任何 一 种 矩阵 范 数 | 。 | ,矩阵 4 的 谱 半 
径 o(4) 满足 
PA) 上 4A (5..1. 14) 
特别 地 ,也 有 


o(4) 三 4 1. 《5. 1.15) 
为 了 加 强 式 (5. 1.15) 的 结果 ,在 此 不 加 证 明 地 引入 下 述 定 
理 -3] ， 
定理 5.8 设 不 可 约 和 矩阵 了 4 二 (a, ), 的 一 个 特征 值 在 其 
2 个 盖 尔 圆 | z 一 a, | 志 R,(z = 二 1, 2,…, n) 并 集 的 边界 上 , 则 所 有 
的 ”个 圆周 
| xz 一 as。 |= R, (i= 1,2,.,n) (5. 1. 16) 
都 通过 点 1. 
利用 定理 5. 8, 加 强 式 (5. 1.15) 的 结果 如 下 定理 所 述 . 
定理 5.9 如 果 有 A 和 = 二 (a, )ws 不 可 约 , 且 存在 1 ,使 得 


DE 
了 一 】 


则 有 o(4) < 1 41 -. 
证 由 式 (5.1.15) 知 o(4) 之 14|-， 所 以 只 需 证 明 
o4) 关上 和 41。 即 可 . 


对 于 任意 EU G, ,存在 a ,使 | = 一 cu。 | 过 R, ,根据 三 角 不 


DD 不 可 约 和 矩阵 的 概念 见 第 7 章 
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等 式 , 可 得 


区 要 | 人 


1 


即 z€E {fz|| zj 过 41。} = 5 (41。)9, 因此 并 集 
UGcCS( 141。) 


假设 在 定理 条 件 下 ,成 立 o(4) = 41, 则 A 和 至少 有 一 个 特 
征 值 4。 满足 
| 4 [一 0(4) 一 1 4| >- 
这 表明 , 在 S (0; | 和.) 的 边界 上 . 从 而 和 亦 在 4 的 = 个 盖 
尔 圆 并 集 的 边界 上 . 根据 定理 5.8, 可 得 
| ho 一 ao |= R, (= 1,2,..,7n) 
特别 地 ,也 有 


于 是 


| 和 | 委 RR ta, |= 21a |< 141. 


;y=1 
这 与 假设 相 冲 突 , 故 应 有 o(4) 关上 4 1。、. 证 毕 

利用 定理 5.6 ,可 以 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 5.10 (Ky Fan) 设 A4A= (a,)w EC， 四 一 (0b, ) xn E 
R” ,如 果 5, 之 | ay | (1, J 二 1,，2,…, 7), 则 对 和 4 的 任 一 特征 值 
4, 必 有 1, 使 

|4—a, | p(B) — ob, C6117) 

证 ”在 条 件 5, 宇 | a, | (1, J 二 1,2,…, nn) 之 下 ;有 5b, 这 0 
(1, 7 = 1, 2, .+, n). 

先 假定 6, >0 (4, J = 二 1,，2,…, n). 根据 定理 7. 1 可 得 ,存在 


@ 用 SC0; o) 表示 以 0 为 中 心 ,以 jo 为 半径 的 闭 图 
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x 一 (6 名 ，…， 名 ) ,满足 & 盖 0 (4 二 1,2,…, 7), 且 使 

Bx = p(B)x 
令 吃 = diag(&, 妈 ，'",), C= 二 D1AD = (c, )wxn, 根 据 定理 5.6 
可 知 , 对 于 C 的 任 一 特征 值 4( 它 也 是 4 的 特征 值 ) , 必 有 i, 使 


A=6 | >) 16 
7 和 天: 


由 于 c。 = a， 及 > 0b,&, 二 p(B)& ,所 以 
71 尘 1 
|4—as | 过 >) | élasé, [< E26,8, = 


了 7 天: 了 天 1 


& (> 6 四 b,&, ) 一 
J 三 1 


名 (0(B)E, — 0b.é,) -一 2(B) = 
再 考虑 b, 之 0 《2z， J 1，20，…， n) 的 一 般 情形 . 令 


B, 二 (BP ) cn 9 by 一 b, 市 二 


其 中 是 正 整数 , 则 5 六 二 0 且 有 这 lay| GJy==1,2,…， 
n) 成 立 . 根据 前 面 的 结论 ,对 于 4 的 任 一 特征 值 4, 必 有 2 ,使 


| 4— a | p(B,) — bi 
由 于 E (1，2，…，7?} ,所 以 无 穷 序 列 {a} 中 必 有 一 个 无 穷 子 列 
{ze } 满足 
is =1E{l,2,%, nn) (m= 1,2,3,.) 
于 是 
|4—a, |=| A |< p(B ) SS = p(B ) 一 ba 


因为 lmB 一 B, 所 以 lmB = 8B， 从 而 lim be 二 
天 一 CO oo i 


lim p(B ) 二 p(B). 因此 


|4—a, | 委 o(B) 一 2。 证 毕 
加: 
例 5.9 估计 垂 阵 4 一 | ，。 | 的 特征 信 范 围 
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1 1 
解 取 B 一 | |: 则 尖 1 os | Gy 二 1, 2). 容易 算出 


2C(B) 二 2, 所 以 和 的 特征 值 * 至 少 满足 下 面 二 不 等 式 之 一 ， 
14—1| 过 2 一 1=1,， |14| 二 2 一 1=1 
作为 定理 5.6 的 推广 ,下 面 论述 Ostrowski 定理 . 为 此 , 先 引 
人 和 人 下面 的 引 理 '*. 
引 理 2 设 c 和 rz 是 两 个 非 负 实数 , 0 委 e 科 1, 则 有 
ro sor 十 (1 一 a)c 1 
定理 5.11 (Ostrowski theorem 1) 设 4 王 (cy € C™”,0 
委 a 委 1 是 4 的 任 一 特征 值 . 则 存在 :, 使 得 
| 4 一 ca | 委 LR(4)] [LRC4 DT] (5. 1. 19) 
证 ” 当 a 一 0 或 a 二 1 时 ,不 等 式 (5. 1. 19) 恰好 是 定理 5.6 的 
结果 . 因此 ,只 需 对 0 二 a 一 1 证 明 不 等 式 (5.1.19) 成 立即 可 . 
设 x 二 (1， &) 是 A 的 属于 特征 值 4 的 特征 癌 量 , 即 
有 Ax 二 尿 , 于 是 


1 一 os ||&1= | D0sé, 
J 天: 


< la,1ls| 

ba 1,2,'", 7) 

采用 反 证 法 . 假设 不 等 式 (5. 1. 19) 对 于 0 二 a 一 1 不 成 立 , 则 
对 任意 :E {1, 2,…, n), 有 
| 4—a, |> [R,(M4)J[R,(AT)]™ 

此 时 必 有 R,(4) 关 0( 否 则 , a, 是 4 的 一 个 特征 值 , 从 而 不 等 式 
(5. 1. 19) 一 定 成 立 ). 由 于 x 关 0, 所 以 存在 4, 使 得 & 关 0. 利用 
Holder 不 等 式 ( 见 § 2, 1) ,可 得 

[RD 


> a le Se | 


1 了 天 功 


(PD le) (Do ls |)™ = 
1 天 10 


JJ 天 10 
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[R，(4)] (之 | aw 11s | 三 ) 


注意 到 [R, (4) 了 0, 便 得 到 
ER OMT ee. be DD, Tos lel 
即 
R Ch4T) 1 和 | 过 |a 15 去 (5.1.20) 


J 天 10 


R,(4T) I&EC Do lls | (5.1.21) 


7 了 天: 


所 以 ,由 式 (5. 1. 20) 和 式 (5. 1. 21) 可 得 


SR (AT) | & | 二 > | a, ||& | 过 (5. 1.22) 


i—1 了 天: 


另 一 _ 方 面 ， 由 R,(47) 的 定义 可 得 
> (AT) | & | 二 SS = 


t—1 了 7 天 1 


Sa |1& | 让 = 
J=1 sx1 


其 


n nn ] 
| 而 上 和 | 一 之 | ||& 1 


了 一 ] 1= 


> 2 ee |1& | 二 


:一 1] 7 一 1 


中 


> > 11|1185 | 天 (5. 1. 23) 
比较 式 (5. 1. 22) 与 式 (5. 1. 23) ,得 出 了 矛盾 , 故 假设 错误 ,而 不 
等 式 (5. 1. 19) 对 于 0 二 a 二 1 亦 成 立 . 证 毕 
1 
例 5.10 ”估计 和 矩阵 A 一 区 I | 的 特征 值 范 转 


解 Ki(A) 一 0.8， R,(A) 一 0.5， Ri1(A')=0.5, R.(AT) = 
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0.8, 取 wa 一 坟 , 则 由 定理 5. 11 可 得 ,4 的 特征 值 4 满足 不 等 式 


14—1|< [Ri (4 [LR (4T7)] = 
[Ra (4)][R:(C47)] = VO4 

实际 上 ,4 的 两 个 特征 值 41,; 二 1 士 ] V0.4, 所 以 有 

| hz —1|= V0.4 
利用 式 (5. 1. 18) ,可 得 下 面 的 推论 . 
推论 1 在 定理 5. 11 的 条 件 下 ,存在 i, 使 得 

| 1 一 as | 委 oR,(4) 十 (1 一 e)RC4T) (5.1.24) 

关于 定理 5. 11, 还 有 以 下 的 推论 . 
推论 2 如 果 和 奇异 , 取 0 三 a 二 1, 则 存在 7, 使 得 
(1) | a, | [R,CA)J[R,AT)] “; 
(2) | ac。 | aR,(A) + (1 a)R,(AT). 
推论 3 ”对 于 0 过 a 过 1, 恒 成 立 
(1) p(A) < max{| a, | 二 FR,CA) TTR, (CAT ); 
(2) p(4) < max{| as |+aR,(A) + (1 — RAT)}. 


推论 4 记 p.(4) = > la 1, 取 0 三 a 三 1, 则 有 
0(4) 过 ee (A)J[p. (A) ™} 7 


证 ” 当 a=0 或 a 二 1 时 , 式 (5,1.25) 显然 成 立 . 当 0 一 ae 去 
1 时 ,由 推论 3 之 (1) 及 Holder 不 等 式 , 可 得 
o(A) < max1 {| as | | a | “+ [LR,CA)JTLR,(A' )]™} 


| as | 二 RC(A)1[| ca。 | 十 民 (4 一) = 
max{Lo(4)jLo (4 )]™} 证 毕 
推论 5 (Farnell A B) 


0(4) 过 maxlp, (A)p. CA 


bs 乱 阵 论 


推论 6 (Brauer A) 
P(A) 委 min{maxp,(A), maxo, (AT)) 


推论 7 (Parker W V) 
p(A) < 5 max{p.(A) + p.(AT)) 
推论 8 (Browne E T) 
p(4) < FLmaxp.(A) + maxp. (AT)] 


定理 5.12 (Ostrowski theorem 2) 设 A= (a,)w € Co 

n 之 2), 则 对 4 的 任 一 特征 值 4, 存 在 1, Jj(i 居 )), 使 4 属于 
(4A) = {z|z EC, |z—a, tz—a, |< R,(A)R,(A)) 

证 设 x= (6 ,名 ,…， 6) 是 4 的 属于 特征 值 4 的 特征 向 
量 , 即 有 4x 二 Ax. 选择 r,t (r 关 ,使 满足 | & | 宇 | & | 宇 | &, | 
(J 天 7， 

如 果 & 二 0, 则 名 ==0G 关 7), 此 时 各 关 0( 因 为 x 关 0). 于 
是 有 


人 > ,an6， = 
一] 
即 4 一 Zr. 所 以 
|4—a, | 一 ar |= 0 < R,(A)R,(A) 
如 果 & 关 0, 则 有 
QU= a 0 ( 一 1，2， “5 


了 天 1? 
可 得 
I 
了 天 > 


@ 该 定理 可 改 述 为 : 届 4 一 (av)wxnwE Cr, 记 RR, 一 之 | av | , 则 有 和 的 所 有 特征 
值 4 都 属于 n(n 一 1)/2 个 Cassini 卵 形 | > 一 a。 | | z 一 Qj 的 的 并 集 . 
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[4—as ||l& < > ,1a, 1|é& |<Ié | RA) 


jt 


于 尝 
| | be | | | RA) RA) 
由 于 | 名 | 之 | 名 | 二 0, 所 以 
| 1 一 ar | 一 ae |< R,(A)R,(A) 
总 之 ,无 论 & 是否 为 零 , 必 存在 > 和 + (r 闫 个 ,使 得 4 € 
(2 (A). 证 毕 
值得 指出 ,定理 5. 12 的 证 明 未 涉及 定理 5. 6 的 任何 结论 . 
推论 ” 设 4= (ay)w € C”™(n 之 2) ,如果 对 于 所 有 的 1 关 
1, 恒 有 | a || a |1 汪 > R,(4)R,(4), 则 det&4 关 0. 
i wk, 
例 5.11 讨论 矩阵 A = -os 3 2 
1.5 1.1 3 
解 Ri(C4) 一 2.1，R:(C4) = 2.8,， R;(A4) = 2.6 
|aa || a |= 6 > 2.1Xx2.8 = Ri(A)R,(A) 
| aa [|| as |= 6 > 2.1xXx2.6 = R(A)R,(A) 
| as || 433 |= 9 > 2.8 Xx 2.6 = R,(A)R,(A) 
根据 推论 可 得 det4 关 0, 即 和 4 非 奇 异 . 


“ 三 、 扰 动 理论 中 的 特征 值 估 计 


本 段 论述 矩阵 A 十 Q 的 特征 值 和 和 矩阵 4 的 特征 值 之 差 的 一 些 
基本 定理 . 

定理 5.13 设 A=PDP™ EC 下 一 diag(Ml，1，…，h)， 
QE C”™”, 有 上 且 A4 十 Q 有 特征 值 jy » LH2 9 ”Ar ; 则 对 任 一 jy 存在 着 4， » 
使 得 


的 奇异 性 . 


ip | | POP | . (5. 1. 26) 
此 外 ， 如 果 4, 是 一 个 重 数 为 m 的 特征 值 ， 且 圆 盘 


650. 算 阵 论 


3 一 (zz 一 | 委 ‖ POP|-) 和 圆 盘 S = {z || z 一 X44 | 过 
LP OP- (天 1) 不 相交 , 则 S, 正好 包含 着 4 十 Q 的 m 个 特 
征 值 ， 

证 令 C= P(A 十 QO)P 二 (c,)wxn, 则 C 有 特征 值 j，, y， 
jn: 若 记 PP QP = 二 (6, )wxr, 则 C 的 对 角 元 素 可 写 为 X44 十 bu， 
k= 二 1,2,…,n, 且 由 定理 5.6 知 ,存在 1, 使 


| 
Rt kz 
于 是 
[Ap |=|p ~ | 2 561+) 6 |< | POP |. 
RA 


下 面 用 Gi (C) 表示 和 矩阵 C 的 第 & 个 盖 尔 圆 . 由 于 >，| cu |= 
3 天 天 
> | bs | ,所 以 


GO = {z||z— Oto) I< D1 lIcS, 


了 天 天 


设 4 的 m 重 特征 值 4, 在 的 对 角 线 上 的 序号 为 za，z2 ，…，z， 即 
人 ， 人 A 一 人 ， , 则 有 
GO= {zl|z—+b,) | 2 1b, CS 


je 

这 表明 S, 中 包含 着 矩阵 C 的 m 个 盖 尔 圆 . 

又 由 条 件 S, 门 S; = 名 ( 空 集 ) (U4 关 74,), 可 得 S, 门 Gi(C) = 
名 GQ 关 和), 所 以 S, 与 矩阵 C 的 其 余 n 一 m 个 盖 尔 圆 不 相交 . 

综 上 所 述 ,利用 定理 5.7 得 ; S, 中 正好 包含 着 C 的 mm 个 特征 
值 . 再 由 C 与 4 十 Q 的 相似 性 , 便 有 : S, 中 正好 包含 着 A4 十 Q 的 m 
个 特征 值 . 证 毕 

为 了 推广 定理 5. 13, 需 要 引入 下 述 定 义 . 

定义 5.4 C”"* 上 的 一 个 矩阵 范 数 上 。 | ,如果 对 任 一 对 角 矩 
阵 D = diag(N1 ,As，…, 4,) 满足 
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1DI 一 maxlh | (5. 1. 27) 
则 称 它 是 单调 (或 绝对 ) 的 . 

定理 5.14 〈Bauer-Fike) 设 4 一 PDP EC” 也 一 diag(nl， 

加，h), 则 对 4 十 Q@ 的 任 一 特征 值 w, 恒 有 
min | 和 一 A| 委 |P QP| (5. 1. 28) 
这 里 , 范 数 | 。 | 是 单调 的 . 

证 令 B=P1QP, 则 C= 二 PI1(4 十 Q)P = D+B. 考虑 C 的 
任 一 特征 值 y( 它 也 是 4 十 Q 的 特征 值 ). 

车 D 一 pI 是 奇异 矩阵 , 则 必 存 在 1, 使 jy 二 4,. 于 是 式 (5. 1. 28) 
成 立 . 
若 DD 一 ylI 非 奇 异 , 由 于 

C—yul = (DuDLI+ (DO— pI) 1B 
是 奇异 的 ,所 以 I 十 (D 一 py1I)71B 必 为 奇异 矩阵 ,从 而 (D 一 I) B 
以 一 1 为 其 一 个 特征 值 . 故 有 

| (DD7| BI 1 (Du) B=1 
因为 范 数 | ，。| 是 单调 的 ,所 以 


| (Do— yD = max 1 


eA | 四 mn |4.—pl 
于 是 可 得 
mnmlai—pl< lBl|l = lr QP 证 毕 

由 于 惩 阵 的 p - 范 数 都 是 单调 的 ,所 以 定理 5.14 的 结论 对 于 
p - 范 数 都 是 成 立 的 . 

假定 x 是 A4 €E C” 的 属于 近似 特征 值 4 的 近似 特征 向 量 ,为 了 
描述 这 些 近 似 量 的 精确 度 , 通常 构造 残 问 量 r 二 hx 一 六 .如果 
r 一 0, 则 A 和 x 是 精确 的 ;如 果 r 关 0, 即使 | r | 很 小 ,4 的 差异 也 
可 能 很 大 . 例如 , 取 


必 二 |] | 1 
A= 天 二 | 
0 2 LO- 
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则 1 Ax 一 x 上 == 10 .车 由 此 断定 “1 是 4 的 近似 特征 值 ?, 显 然 
是 极 不 合理 的 . 关于 这 一 问题 ,有 下 面 的 定理 

定理 5.15 设 A= PDP-ECz，D 一 diag(A1, As, ***， 
4.), 则 对 任何 单调 范 数 上 |。 1, 若 1 和 xz(Clxzl,. = 1) 满足 
| hx 一 Xx ,过 6, 那么 必 有 

mn|a—A|l<elP7il| P| (5. 1. 29) 

其 中 , 外 。 ,表示 与 | ,| 相 容 的 一 种 向 量 范 数 ,e 是 任意 给 定 的 
正 数 . 

证 ”不妨 假定 D 一 并 非 奇 异 ( 否 则 式 (5. 1. 29) 总 是 成 立 的 ). 


于 是 
r= Ax—ix = PD— A)P-ix 
或 
x= PD—A) Pr 
从 而 有 
1= |x|,= | POD 一 MDP-r|l < 
PI CD aD7| PT |rl, < 
1 _1 
| ey mk 
也 就 是 
min | 1 一 人 | 委 slP 一 PIH 证 毕 
了 题 5.1 


1. 设 和 三 (ay ) nxn， ac， 0 (t= 1， 2 9 n). 证 明 


IT I< [Te (De op] 
在 什么 条 件 下 等 号 成 立 ? 
2. 设 入 S (a Ys EE Cn"" ,证 明 下 面 的 Schur 不 等 式 ， 


(1) SIReG. A)) < > 
一 ] 


rss=1] 


Qrs 十 a,， 9 
2 


全 
9 


Mr 


onset rr rn ameer naeeetntEo ea sant netttasa en 
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a 2 
Crr Urs 


2) DimG MYT SY 
r=1 


r,s—1 


3. 应 用 Gerschgorin 定理 ,隔离 矩阵 


0 3 1 
4 一 |2 10 :| 
8 1 0 


的 特征 值 ;再 应 用 实 矩 阵 特征 值 的 性 质 ,改进 得 出 的 结果 ， 


4. 证 明和 矩阵 
» 2 1 
nn 和 
1 4 1 2 
A= |7 n n 
4 1 1 
Nn n nn 


能 够 相似 于 对 角 和 矩阵 , 且 4 的 特征 值 都 是 实数 . 
5. 设 AE R ,如果 妇 的 nn 个 盖 尔 图 互 不 相交 , 则 4(4) 是 实数 . 
6. 设 4EC"2 严格 对 角 占 优 (或 弱 对 角 占 优 旦 不 可 约 ) ,其 对 角 线 元 素 均 
为 正 数 , 则 Re(X(4)) > 0. 
7. 设 4= (ay)wx EC 证 明 : 
(1) 车 as 《4 = 1，2，…， 7) 是 实数 , 则 
| ImGQ(4)) [< max >) | as | 


J 天 1? 
(2) 若 ao。( = 二 1，2,*…, nn) 是 纯 虚 数 , 则 
| Re(A(A)) |< max >) | a, | 
1 jz 


8. 证 明 
1/4 1/4 1/4 1/4 
]75 278 oA/ 7G 
(1) 4 一 ee 的 谱 半径 o(4) 二 1; 
1T77 77” 17 B77 
(2) 将 (1) 中 和 矩阵 4 的 元 素 %“a, ”改作 “4/7”, 则 po(4) = 1. 
9. 在 盖 尔 圆 定 理 中 ,如 果 一 个 连通 部 分 是 由 两 个 盖 尔 圆 构成 的 ,那么 : 
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(1) 何 时 每 个 盖 尔 加 上 可 能 都 有 两 个 特征 值 ? 
《2) 何 时 每 个 盖 尔 加 上 不 可 能 都 有 两 个 特征 值 ? 
10. 应 用 Ostrowski 定理 (或 推论 ) ,证 明和 矩阵 
6 1 2 


5 
7 0 2 
0 4 7 5 
0 1 5 

的 谱 半 径 p(4) 二 13. 
5.2 广义 特征 值 问题 


在 振动 理论 中 ,常常 磁 到 形式 如 下 的 特征 值 问 题 , 求 数 ,使 

方程 
4x = ABx (5. 2. 1) 

有 非 零 解 过 这 里 4 为 n 阶 实 对 称 和 矩阵 ,B 为 ” 阶 实 对 称 正定 矩阵 ， 
x 为 n 维 列 向 量 . 

当 B = 二 I 时 , 式 (5.2.1) 就 成 为 普通 的 特征 值 问 题 , 因此 式 
(5. 2. 1) 可 以 看 做 是 对 普通 特征 值 问 题 的 推广 . 

定义 5.5 称 形 如 式 (5. 2.1) 的 特征 值 问题 为 矩阵 4 相对 于 
和 矩阵 B 的 广义 特征 值 问 题 ,简称 为 广义 特征 值 问 题 ; 称 满 足 式 
(5. 2. 1) 要 求 的 数 ) 为 矩阵 4 相对 于 和 矩阵 B 的 特征 值 ;而 与 相对 
应 的 非 零 解 x 称 为 属于 4 的 特征 向 量 . 


一 、 广 义 特征 值 问题 的 等 价 形式 


由 于 8B 正定, 所 以 广义 特征 值 问题 式 (5.2.1) 可 以 转化 为 下 
述 的 两 种 等 价 形式 . 
第 一 种 等 价 形式 :用 B"! 左 乘 式 (5. 2.1) 两 端 ,得 
BiAx = Ax C522..2) 
这 样 就 把 广义 特征 值 问 题 式 (5. 2. 1) 等 价 地 化 为 矩阵 B714 的 普 
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通 特 征 值 问题 式 (5. 2. 2) ,虽然 和 4 和 B-! 都 是 对 称 和 矩阵 ,但 区 14 一 
般 不 再 是 对 称 和 矩阵 . 

第 二 种 等 价 形式 : 对 正定 矩阵 B 进行 Cholesky 分 解 ( 见 
3 4.1), 可 得 B= GG ,其 中 G 是 下 三 角 和 矩阵 . 于 是 式 (5. 2. 1) 可 
写 为 


AY = AGG Tx (5. 2. 3) 
令 y= GIx, 则 有 X= (G yy 代入 式 (5， 2. 3) 并 整理 得 
Sy 一 Ay (5. 2. 4) 


其 中 $= 二 G “A(G“)” 是 对 称 和 矩阵 . 于 是 广义 特征 值 问 题 式 
(5. 2. 1) 等 价 地 转化 为 对 称 和 矩阵 S 的 普通 特征 值 问题 式 (5. 2. 4). 


二 、 特征 向 量 的 正 交 性 


由 于 特征 值 问题 式 (5. 2.4) 中 的 S$ 是 实 对 称 和 矩阵, 所 以 它 的 特 
征 值 A1 ，X:，…， 4 均 为 实数 , 且 存 在 着 完备 的 标准 正 交 特征 向 量 
系 yy ，y;，…，ya， 即 有 

i 
ha : (i = ]y) 
令 x, 二 (G7)'Ty，(z 二 1,2,…,n), 则 有 
xiBx, = xiGG'x, = (GTx,) (Gx,) = yiy, 
也 就 是 
xiBx, = . a (5. 2. 5) 
1 (z=) 

定义 5.6 满足 式 (5. 2. 5) 的 问 量 系 xl ，xzz ，… ,x 称 为 按 B 
标准 正 交 化 向 量 系 ; 式 (5. 2. 5) 的 第 一 式 称 作 B 正 交 条 件 . 

按 B 标准 正 交 化 向量 系 x1， xs，…， x， 具有 以 下 的 性 质 ， 

性 质 1 x, 关 0 (=1， 2，…， 72 ) 。 

性 质 2 xi，xs，…，, x, 线性 无 关 . 

事实 上 , 行 有 cixi 十 cax: 十 … 十 cx 二 0, 用 xiB 左 乘 等 式 两 
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端 即 得 > ,cxzBx, == 0. 根据 式 (5. 2.5) 得 出 c= 二 0 (一 1，2，…， 
了 一 上 


n) , 故 x1，xz ，…，x 线性 无 关 . 
容易 验证 ,由 特征 值 问题 式 (5. 2. 4), 即 Sy = Ay 所 确定 的 》， 
及 由 y, = Gx, 所 确定 的 x, 满足 方程 
Ax, = ABx, (1=1,2,..,n) (5. 2. 6) 
因此 , 诸 \, 就 是 广义 特征 值 问题 式 (5. 2. 1) 的 特征 值 ,而 x, 为 属于 
人 ， 的 特征 问 量 . 由 于 zx » X22 ”Jr 线性 无 关 , 所 以 它们 构成 一 个 
完备 的 特征 向 量 系 . 


习 题 5.2 


1. 设 访 ,hs，…， 4 为 实 对 称 和 矩阵 4 相对 于 正定 矩阵 如 的 特征 值 ,相应 
的 特征 向 量 x ，x; ,…， xn 为 按 B 标准 正 交 化 向 量 系 。 令 Q= (xX1, X2, 
Xn ) ; 试 证 QT AO 一 A, 0 BO 一 I, 其 中 A diag (A 4 用 2 » "*"*yg 人 )， 


1 一 1 1 5 2 一 4 
2. 已 知 4= | 一 1 2 | B= 2 1 | 
1 0 3 一 4 一 2 5 


求解 广义 特征 值 问题 hx = )Bx( 转 化 成 普通 的 特征 值 问题 即 可 )， 
3 5.3 对 称 和 矩阵 特征 值 的 极 性 


在 许多 实际 问题 中 ,所 产生 的 矩阵 往往 都 具有 对 称 性 . 如 用 
等 距 的 差分 格式 求解 调和 方程 的 第 一 类 边 值 问题 时 所 出 现 的 算 
阵 , 以 及 用 有 限 元 法 求解 某 些 结构 问 题 时 所 产生 的 刚度 矩阵 ,一般 
者 是 对 称 的 . 特别 是 , 实 对 称 矩 阵 在 理论 研究 与 实际 应 用 当中 占 
有 比较 重要 的 地 位 . 因此 ,本 节 将 着 重 讨论 实 对 称 矩 阵 的 一 些 
性 质 . 


一 、 实 对 称 和 矩阵 的 Rayleigh 商 的 极 性 
先 引 入 如 下 和 定义 . 
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定义 5.7 设 4 是 ” 阶 实 对 称 和 矩阵 ,xz E R". 称 
XIT4x 
R(x) = 


xix 
为 矩阵 4 的 Rayleigh 商 . 
Rayleigh 商 式 (5. 3. 1) 具有 以 下 的 特殊 性 质 . 
性 质 1 R(x) 是 x 的 连续 函数 ， 
性 质 2 R(x) 是 zx 的 零 次 齐 次 函数 . 
事实 上 ,对 任意 的 实数 4 关 0, 有 


(x 天 0) C537 1 


Ax) TOAx) xix 
性 质 3 x € L(xo) (xo 关 0) 时 ,， R(x) 是 一 常数 . 
性 质 4 R(x) 的 最 大 值 和 最 小 值 存在 , 且 能 够 在 单位 球面 
S={x|xE€ER’, xl;= 1} 上 达到 . 
事实 上 ,S 是 闲 集 ,而 RCx) 在 S 上 连续 ,于 是 有 xi, x; € 5S, 使 
mink (x) 一 下 (xl)， maxk (x) = R(x;) 


任 取 0 关 yE R', 令 yy 一 -7' 则 y。E€ S. 根据 性 质 3， 
有 RCy) 二 RCOyo), 从 而 RCx1) 声 RC(y) 过 R(x;). 

基于 性 质 4, 在 考虑 R(x) 的 极 性 时 , 可 以 只 在 单位 球面 
1 x := 1 上 讨论 . 将 实 对 称 矩 阵 4 的 特征 值 (都 是 实数 ) 按 其 大 


小 顺序 排列 为 


PV (CD03 2 
对 应 的 标准 正 交 特征 向 量 系 设 为 
有 1 ， 有 2，“"'”， 卫 。 
则 有 下 面 的 结论 . 
定理 5.16 设 和 4 为 实 对 称 矩 阵 , 则 
minK(x) 二 1， maxR(x) = A, (5. 3. 3) 


证 ” 任 取 0 关 xE€R", 则 
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X= 二 tcp 二 cp (cl 十 c 十 … 十 c 天 0) 
于 是 有 
Ax 一 ciAlipi 十 czhzps 十 … 十 cpD， 
XI4hx 一 cihl 十 cs 十 … 十 c 纪 ， 
XI 一 c 十 c 十 十 ci 


(z 二 1 ，2,…,n), 则 有 i 十 ks 十 … 十 


人 
十 二 二 
k. “= 1, 旦 


令 上 上 


R(x) = Ri 十 Rh 十 … 十 A。 (5. 3. 4) 
由 此 可 得 入 << R(x) 和 1. 容易 验证 RCpi) = ,RCp,) = 4. 故 
式 (5. 3. 3) 成 立 . 证 毕 
推论 1 在 jxzl:=1 上 ,pi 和 P, 分 别 是 RCx) 的 一 个 极 小 
点 和 极 大 点 , 即 有 
R(p) =A, ROp,) = A (03.59 
推论 2 如 果 入 二 二 … 二 (1 之 n), 则 在 xl;=1 
上 ,K(x) 的 所 有 极 小 点 为 
BpitpBp:t thBp: C0. 370) 
其 中 8 ER (= 1,2,…,), 昌 满足 度 十 民 … 十 二 1. 
下 面 对 定理 5. 16 的 结果 进行 推广 . 
由 于 pi,，p:，…,，p; 构 成 R" 的 一 组 标准 正 交 基 , 所 以 Lt (pi， 
Pp) = Llp, pri). xEL+ (pi， pn) 有 旦 xX 关 0 时 ,下 面 的 
表示 式 
Y 一 czps 十 csps 十 … 十 co ip (c 十 ci 十 … 十 cz 关 0) 
是 唯一 的 . 于 是 有 
R(x) 一 Ran 十 Rshs 十 … 十 有 1A， 


其 中 必 er (1 二 2，3,"…，n 一 1), 有 日 有 ;十 


Ra 十 … Ri 1. 
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仿 定 理 59.16 的 证 明 可 得 :)， 二 R(x) < 人， 及 RC(p,) 一 A,， 
R(pe1) 一 人 。，1 , 故 有 
minR(x) 一 人， maxR(x) 一 人， 
xz0 0 


其 中 XE I (pi, pr). 


定理 5. 17 设 xE 工 (p.， 有 -1L，” p;)， 1 之 7 之 s 忒 n, 则 有 
minR(x) =A,, maxR(x) = A, (5. 3.7) 
Xz0 Xi20 


如 果 直 接 使 用 式 (5. 3. 7) 来 求 对 称 矩 阵 4 的 第 &〈1 < 有 到 7 
个 特征 值 , 将 会 遇 到 这 样 的 困难 , 即 4 的 标准 特征 向 量 系 p;，p;， 
…，P， 是 事先 未 知 的 . 为 此 ,进一步 讨论 下 面 的 定理 . 
定理 $. 18 (Courant-Fischer) 设 实 对 称 矩 阵 4 的 特征 值 按 
式 (5. 3. 2) 的 次 序 排 列 , 则 4 的 第 & 个 特征 值 
人 一 min max{x'Ax |x EV,, |x|l|,=1)} (5.3.8) 


其 中 Vi 是 R" 的 任意 一 个 上 维 子 空间 , 1 之 过 n. 
证 构造 R” 的 子 空间 W; = Llpi, Diri»s ‘*», 了)， 则 
dimW; 二 n 一 &k 十 1. 由 于 Vi 十 W; CR ,所 以 
ni 之 dm(Vit+ W) = dimV';+t dimW';— dim(V', (| W,) = 
2 十 1 一 dmGyw () W,) 
即 dim(V; 门 Wi) 之 1. 于 是 存在 zeE Vi 门 Wi ,满足 | xo | :一 
1, 且 有 
Xo 二 Cipi 二 十 crpn (Gi 十 十 cz 二 1) 
故 xx 二 ci 十 … 十 c2, 衬 入 , 即 
max{x'Ax | x EV;, zlas = 1) xiAxr, > 
根据 V; 的 任意 性 ,可 得 
hin max{xiAx |x EV,, |x|, =1})>\ (5. 3. 9) 


为 了 证 明 相反 的 不 等 式 , 令 总 = Llpi, pi， ,pi), 取 xE 
Vi 满足 上 x1, = 1, 则 有 
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一 六 7 2 SH 1 
于 十 
更 严 
xzThx 一 DY Ch = 
1 一 1 * 一 1 
所 以 
max{x' Ax |xE 了 人 zl =1) 委 入 (5.3.10) 
结合 式 (5. 3. 9) 与 式 (5. 3. 10) , 即 得 式 (5. 3. 8). 证 毕 
应 用 定理 5. 18 的 结果 ,再 给 出 以 下 的 扰动 定理 , 
“定理 $.19 设 实 对 称 和 矩阵 4 和 4 十 @ 的 特征 值 分 别 为 人 : 委 
过 加 和 jp 攻 pz 声 … 安 pr,; 则 有 
[Ap ll GG=1,2,.,n) (5.3.11) 
证 令 y== 上 8 上;, 则 QQ 十 并 半 正 定 . 因为 4 十 8 十 YI 的 特 
征 值 为 py 十 7 过 pi 十 7 过 … 声 j 十 7Y; 所 以 由 定理 5.18 可 得 
六 十 7 一 minmax(x (A+Q+YD)x|xEV., lrl,=1> 
min max{x Ax [xEV,., |xl,=1)=N, 
(2 = 六 pe "°°, n) 
因此 和), 一 六 委 7 类 似 地 ,因为 8 一 YI 半 负 定 , 所 以 4 十 0 一 YI 的 
特征 值 为 Ri— ye 7Y, 于 是 可 得 
WY min max(x (A +Q— YDx lx€EV., |x|;=1)<< 
min max{x’ Ax Es 
(12 ] ， 2 2 n) 
因此 4, 一 j, 辫 一 7 
综 上 所 述 , 即 得 式 (5. 3. 11). 证 毕 
为 了 补充 和 完善 定理 5. 19 ,下面 不 加 证 明 地 陈述 两 个 着 名 的 
定理 [29] . 
* 定理 5.20 (Hoffman-Wielandt) 设 实 对 称 矩 阵 4,4 十 QO 和 
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0 的 特征 值 分 别 是 A Al py Re pn 和 Yi 委 
Xi 过 … 二 yn， 并 定义 向 量 w 二 OQ, ho yA) 人 TV 二 (py, ps *， 
pa) WwW= CF 2 则 am vs wl;. 

“定理 5.21 (Lidskii-Wielandt) 在 定理 5. 20 的 条 件 下 ,wu 落 
在 形 为 v 十 Pw 向 量 集 的 凸 包 ( 即 包含 该 向 量 的 最 小 凸 集 ) 中 ,其 中 
P 取 遍 所 有 可 能 的 排列 矩 阵 . 


一 、 广 义 特征 值 的 极 小 极 大 原理 


定义 5.8 设 4, 了 为 2 阶 实 对 称 和 矩阵 , 且 吾 正定 ,zx € R". 称 


RX) = TA (Cx.0) (5. 3. 12) 
x Bx 


为 矩阵 4 相对 于 算 阵 B 的 广义 Rayleigh 商 . 
广义 Rayleigh 商 式 (5.3.12) 有 着 和 普通 Raylelgh 商 式 
(5. 3. 1) 相同 的 特殊 性 质 ( 性 质 1 ~ 4), 因 此 在 考虑 它 的 极 性 时 ， 
可 以 只 在 椭 球 面 Ss = {x | x € R"*, xT'Bx = 1} 上 讨论 ， 
定理 5.22 非 零 向 量 xz 是 R(x) 的 驻 点 的 充 要 条 件 是 x 为 
4x 一 1Bx 的 属于 特征 值 的 特征 向 量 . 这 里 4 和 B 的 意义 同 式 
(5. 3. 12). 
证 ”改写 式 (5. 3.12) 为 (xzTBxr)R(Cz) = (xTAhx), 两 端 关 于 向 
量 x 求 导数 ,可 得 
2BxR Cx) + (xTBx) 下 一 ?hx 
dx 
dR 2 加 
本 prLAr R(x)Bx | (5. 3. 13) 
必要 性 . 设 x 是 R(x) 的 驻 点 , 则 有 实 | ”一 0, 由 式 


(5. 3. 13) 可 得 4x。 二 R(xo)Bxo, 即 xo 为 4x = 4Bx 的 属于 特征 值 
A= R(xo) 的 特征 向 量 。 
充分 性 , 届 zo 满 足 4x。 = ABxo, 则 有 == R(xo), 且 由 式 
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(5. 3.13) 可 得 衬 | 。 二 0, 即 % 为 R(x) 的 驻 点 . 证 毕 


由 定理 5. 22 的 证 明 过 程 , 可 得 下 面 的 推论 . 

推论 ” 若 x* 是 hx = XBx 的 特征 向 量 , 则 RCx) 是 与 之 对 应 的 
特征 值 . 

下 面 论述 广义 特征 值 的 极 小 极 大 原理 ,为 此 ,将 广义 特征 值 
问题 式 (5. 2. 1) 的 特征 值 (都 是 实数 ) 按 其 大 小 顺序 排列 为 

Mi 委 M 委 … 委 A， 
与 之 对 应 的 按 B 标准 正 交 特征 向 量 系 设 为 
pi, pi:，, “**，, Pp 

于 是 有 如 下 定理 . 

定理 5.23 设 V 为 R* 中 的 任意 一 个 & 维 子 空间 , 则 广义 特 
征 值 问题 式 (5. 2. 1) 的 第 个 特征 值 和 第 一 十 1 个 特征 值 具 有 
下 列 的 极 小 极 大 性 质 ， 


A: = min[ max R(x)] (5. 3. 14) 
Vs 0rEV, 
和， 一 maxl min R(x)|] (5. 3. 15) 
Vi 0xr€EV, 
证 构造 R” 的 子 空间 W; = Llpi, Pb，…， 了 有)， 则 


dimW; 二 n 一 k& 十 l]. 由 于 六 十 WCR", 所 以 
n 之 dim(V'; 二 W,;) = 
dimy 十 dimyz — dim(V (| W,) = 
n 二 1—dim(V; 门 W,) 
即 dim(V 站 Wi) 之 1. 于 是 存在 0 关 x。E€ Vi 站 Wi, 使 
Xo = Capi capa 十 十 cps (十 ctti 十 "十 cs 关 0) 
于 是 有 
Axo = cariBp: 十 … 十 cnBPp， 
x Axo 一 ciAs 十 … 十 cA 


T | 
xo Bxo = ci 十 和 … 二 cs 
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YAxro _ cit 二 cA 、， 
%Bxro ++te 


R(xo) = 
即 
a 宇 R(xo) 之 办 
根据 Vi 的 任意 性 ,可 得 
min[ ma¥ R(X) ]> As (5. 3. 16) 
为 了 证 明 相 反 的 不 等 式 , 令 内 = LCpi，p;，…，pi), 任 取 
0 关 xEVi, 则 有 
YX 一 pi 十 /pmp 十 ps (十 且 十 十 夭 天 0) 
容易 求 得 
XI4hY 0 十 … 十 2 


pe 
所 以 
max R(x) 二 At 
0F¥xEV 
从 而 可 得 
min[ max R(x) |] 4; (5. 3. 17) 
Ve OxEV, 


综合 式 (5. 3. 16) 与 式 (5. 3. 17) ,可 得 式 (5. 3. 14). 
注意 到 广义 特征 值 问 题 (一 A)x = XBx 的 第 个 特征 值 (由 小 
到 大 排列 ) 为 (一 A,_xi), 应 用 式 (5. 3. 14) 可 得 


本 Vv Loxrev, x'Bx 


mim[ (— 1) ,Din R(X) 一 
mh 
即 式 (5. 3. 15) 成 立 . 证 毕 
推论 1 设 凡 为 了 "中 的 任意 一 个 & 维 子 空间 , 则 实 对 称 和 矩阵 
4 的 第 个 特征 值 和 第 nm 一 十 1 个 特征 值 ( 特 征 值 的 编排 方式 同 
式 (5. 3.2)) 具有 以 下 的 极 值 性 质 ， 
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和 = minl max R(x) | (5. 3. 14)’ 
V 0xEV, 

i / 

> nal en | (5. 3. 15) 


其 中 RCx) 由 式 (5. 3. 1) 定义 ， 
对 于 RCx) 一 Ea (x 关 0) ,根据 性 质 3, 有 


max{R(x) | x E Vi, x0}= 
max{R(x) | x EV,, |x|l,=1}= 
max{x'Ax |xEV;, |x|,=1) 
因此 , 式 (5. 3. 14) 就 是 式 (5. 3. 8) ,定理 5.18 可 以 看 做 定理 
5.23 中 B= 二 I 时 的 特殊 情形 . 
称 式 (5. 3. 14) 或 式 (5. 3. 14) 为 特征 值 的 极 小 极 大 原理 , 称 
式 (5. 3. 15) 或 式 (5. 3. 15) 为 特征 值 的 极 大 极 小 原理 . 
推论 2 设 Vai 是 R” 的 任意 一 个 nn ne | 维 子 空间 ; 则 定 
理 5. 23 或 推论 1 的 结论 可 写成 如 下 形式 : 
A 一 ml 本 Rx) ] (5. 3. 18) 


Arnptl 一 mn[ (5. 3. 19 ) 


0xEV 
证 ”在 式 (5. 3. 15) 或 式 (5. 3.15) hj 才 n 一 k 十 1 二 & , 则 有 
是 


A 一 人 。 寻 1 = at mn RA 


pax mn A 


V 0¥xEV, 


TE 一 此 十 


上 式 两 端 换 为 及 , 即 得 式 (5. 3. 18). 
同 理 可 得 式 (5. 3. 19). 证 毕 


”三 、 和 矩 阵 奇 异 值 的 极 小 极 大 性 质 


实 和 矩阵 4 的 奇异 值 c(4) 和 A'h 的 特征 值 
A(ATA) 有 下 述 关 系 : 
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oA) = Vi(AT A) (5. 3. 20) 
所 以 ,利用 实 对 称 和 矩阵 特征 值 的 极 小 极 大 原理 ,可 以 研究 实 矩 阵 奇 
异 值 的 极 小 极 大 性 质 . 
定理 5.24 设 4E Re 的 奇异 值 排列 为 
0=a = = =o 过 om 人 Ro (5,. 3. 21) 
则 4 的 第 & 个 奇异 值 和 第 2 一 & 十 1 个 奇异 值 具 有 下 列 的 极 值 性 质 ， 


0 一 min max | ax | , (5. 3. 22) 
Vv. \ozxev, | x|, 
On-pgtl 一 max( InNin | a | . 《5. 3. 23) 
Ve \0z¥xEV, | X | 2 


其 中 Vi; 是 R” 的 任 一 & 维 子 空间 . 
证 ” 设 A' 和 的 特征 值 排列 为 
0=A=h= = 人 A (5. 3.24) 
于 是 有 G， 一 A (2 = L yy Ns 对 于 和 矩 阵 4I4， 应 用 定理 
5. 23 推论 1 的 结果 式 (5. 3. 14) ,可 得 
组 加 实 | min( max “合生 )] 一 


oFxEV, XIxX 
4xrl1 全 | Ax | ， 
[mn (mes 站 x )] = mn (mes i 
即 式 (5. 3. 22) 成 立 . 同 理 ,应 用 式 (5. 3. 15) 可 得 式 (5. 3. 23). 
证 毕 
定理 5.25 设 4E Re 的 奇异 值 排列 同 式 (5.3.21)， 


(4 十 8) E Rz" 的 奇异 值 排列 为 
0=n = = TT (5.3.25) 


则 有 
lo—z| Ql GG=1,2,.,n) (5.3.26) 
证 设 4:4 的 特征 值 排列 同 式 (5, 3. 24) ,与 之 相应 的 标准 正 
交 特 征 向 量 系 为 x ，xz ，…，x,. 记 


。276 。 算 阵 论 


了 光 2 9， X，) (i = 1,2,.,， 
则 有 
| az， xT(ATA)x]Y 
ee | Xx | 2 | max XX 
对 于 和 矩阵 和 十 Q 应 用 式 (5. 3. 22) ,可 得 
t 去 max | (A 二 OQ)x | 2 过 
0¥xrEVI LY) | x|: 
| Ax |。 jQx|. 
< 妇 
me 人 | xl | x ) 
hr le 
0#zrEV (2) | x||， x0 | x|, 


oo 二 上 8|， (z= ]s 2 "1) 
再 设 (4 十 CO) (4 十 @) 的 特征 值 排列 为 


n) 


= 


(5 3,27> 


0=n=w= = 去 入 入 
与 之 相应 的 标准 正 交 特征 向 量 系 为 太 ，y ，…， 包 . 记 


Vi(y) = L(y, y2，, ""*， y,) (i= 1, ye 
则 有 
pa | (A 十 Q)x|， = 
pe 
xT(A+OT AOxT 
| max, Xx | = Vp 
对 于 矩阵 4 应 用 式 (5. 3. 22) ,可 得 
ye | Ax |, < 一 
0zxEVI (y) x， 
pe (4 A +o lols 
0z¥xEV (y) | x | 2 | xX | 2 
i | (4 十 @)x | | ex | ， 
0 天 xzEV Cy) 上 xi s zz0 xl 


-十 jc2l， (一 1，2，…，72) 


(5..3.28> 
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结合 式 (5. 3. 27) 与 式 (5. 3. 28) , 即 得 式 (5. 3. 26). 证 毕 

定理 5.25 表明 ,在 和 矩阵 A4 有 一 个 扰动 8 的 情况 下 , 它 的 奇异 
值 的 变化 量 不 超过 上 81;. 因此 ,和 矩阵 奇异 值 的 计算 具有 良好 的 
数值 稳定 性 . 进一步 ,还 有 如 下 定理 

定理 5.26 设 AE Rr”” 和 (4 十 Q) E Rz 的 奇异 值 排列 分 
别 同 式 (5. 3. 21) 和 式 (5. 3.25), @Q E Rz 的 奇异 值 排列 为 


0=0 = = C=, (5.3.29) 
定义 回 量 
& 一 (ay ago) p= (ny rs Ta) 
w= (0, 6 6.) 


则 有 
/< | wl, 


习 题 5.3 


1. 设 实 对 称 和 矩阵 和 4 和 B 的 特征 值 分 别 是 
A 全 hn 和 jp pj "jp 
如 果 对 于 任何 单位 向 量 x, 恒 有 
| x'(B—A)x |<e (e>0) 

证 明 | Au 一 入 | 和 se (k=1,2,.,n). 

2.(Weyl 定 理 ) 设 实 对 称 和 矩阵 4, 4 十 Q 和 2@ 的 特征 值 分 别 是 41 委 > 委 
hp 和 1 证 明和 十 三 jp 三 和 十 
(1 = 1,2,.…, n). 

3. 在 第 2 题 的 条 件 下 ,再 设 @ 正定, 证 明 岂 六 (一 1，2，…，7)， 


“5.4 算 阵 的 直 积 及 其 应 用 


和 矩阵 的 直 积 (Kronecker 积 ) 在 矩阵 的 理论 研究 和 计算 方法 中 
都 有 十 分 重要 的 应 用 . 特别 地 ,运用 和 矩阵 的 直 积 运算 ,能 够 将 线性 
矩阵 方程 转化 为 线性 代数 方程 组 进行 讨论 或 计算 . 
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一 、 直 积 的 概念 


为 直观 起 见 , 首先 从 简单 的 例子 开始 . 设 有 二 元 向 量 (&， 

6&2) 和 三 元 回 量 (7 ， jj ， 1) ， 它 们 分 别 经 过 二 阶 和 矩阵 和 三 阶 抵 
阵 , 即 

bl bs bs 

A= 网 | B= bBo» bzs 

po jy 

的 变换 , 变 成 向 量 (&1, 名 )7 和 (ww , w， 区 )7, 即 有 


-四 -中 
¢; a 4 
3 YE 


现在 考察 以 这 两 个 向 量 的 分 量 乘积 为 分 量 的 六 元 向 量 
UC (& nn， 3 hp， Gam, Gn, Sb27) 
经 过 怎样 的 线性 变换 可 以 变 成 六 元 向 量 
(后 771， E172， iy, 名 人， E72， S212 )T 
由 假设 
$= abtaré (= 1,2) 
ya Onompmthbm (= 1,2,3) 


故 有 
Ein; 一 Qi0n & nm 十 aa 2 72 十 aub,s /A a 
awb, & nn1 十 as 262 7 十 a6,s bm 
(z=1,2; 7 一 1，2，3) 
于 是 所 求 变换 的 抑 阵 为 六 阶 和 矩阵 


auB al,B 
i 
一 般 地 ,引进 以 下 的 定义 . 
定义 5.9 设 4 一 (ay)w EC 有 一 (bx E Cox 则 称 


gw 
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如 下 的 分 块 矩 阵 
auB awB … a.B 
Q21 有 awB 1 a2nB 
4 (CO 有 一 , E€ CC”*™ Co 1 
amB amwB :1:. a,B 


为 4 与 B 的 直 积 (Kronecker 积 ). 
4B 是 一 个 m Xn 块 的 分 块 矩 阵 , 所 以 式 (5.4.1) 还 可 简 


写 为 


AWB= (a,B) (5. 4. 2) 
1 ， 0 0 1 
例 5. 12 设 4 一 |， ,B= : 1 0|, 求 4@B 和 
1 0 0 
B @ 4. 
0 0 1 0 0 2 
0 1 0 0 2 0 
B 2B l] 0 0 2 0 0 
w sos- [2 
3B 4B 0 0 3 0 0 4 
0 3 0 0 4 0 
3 0 0 4 0 0 
0 .000 12 
0 0 0 0 3 4 
04 04 A 
001 2 0 0 
BOA= |I04 A 04|= 
0 0 3 4 0 0 
A 04 04 
1] 2 0 0 0 0 
和 了 


这 个 例子 表明 : 4 办 下 夭 下 4. 
和 矩阵 的 直 积 具有 下 列 性 质 . 
(1) k(A ®B) = (4) BB= A UB). 
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(2) 设 4; 与 4: 为 同 阶 和 矩阵 , 则 
(Al 十 A,) B= A GO 了 十 4， WB 
BO(A+A)=BOA+BY 4， 
(3) AWB)WC=A (BYO. 


事实 上 ,由 于 
ayb1 … aybw 
[A Bl = a,B = 1 | 
sbn “aubw 
ayjbuC … a,biC 
emeac-| : -au@o 
yOnC … aybmC 
所 以 
[A 9 B ji 9 GG. sm [4 C4 加] 其 0 C 
(A WB) CC 一 : p | = 
[A@OBlna OC … [AWBlmr OC 


au(BOC) … alBWO) 
| (BOO … am | 
4 四 (BOQOC) 
(4) 设 和 = (a Dmxn; 一 (2)x Bi = (60), x , 
B, = (bY ) xe, 且 生 一 zzydl 二 p:, 则 
(Al Co Bl) (A, Co B;) 和 (A1A,) 0% (BB.,) 
事实 上 ,由 于 


2522 加， 
[ 左 端 ], = (a Bl,…， Ge B.) | | | 
my 及 


21 a | 

SS: (1) (2 二 > ， (1) , (2 
x Bia?’B, 二 ( Uk al? ) (BB,) 一 

k=1 k=1 
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(A1A;,), (BB;) 四 [ 右 端 ji 

其 中 ,CA1A,), 表示 A14。 的 第 2 行 第 7 列 元 素 ,所 以 等 式 成 立 。 

(5) 设 Anxn 与 Bax 都 可 逆 , 则 (4@B) 一 4 "WB. 

(6) 设 Awxn 与 如 wx 都 是 上 三 角 ( 下 三 角 ) 矩阵 , 则 4B 也 是 
上 三 角 ( 下 三 角 ) 矩阵. 

(7) (A ® B)™ = A ® BH. 

(8) 设 Amxn 与 Bax 都 是 正 交 ( 西 ) 矩阵 , 则 4 的 吾 也 是 正 交 
( 西 ) 矩阵 . 


对 于 二 元 多 项 式 
f(x, y) = Se (5. 4. 3) 
及 矩阵 A 与 wea, 定义 wm 阶 短 阵 
4,，B) = > oa DB (5. 4. 4) 


其 中 A’ 一 工 ， Bo 一 工 . 

定理 5.27 设 Awxm 的 特征 值 为 :1，? ，…，)Mw，Bx， 的 特征 
值 为 pi，pz ，…，n,， 则 F(C4, 了 3) 的 全 体 特 征 值 为 fA,, jp) 《一 
1，2，…，z;j 1) 一 1，2，…，7)， 

证 “对 于 和 抑 阵 4 与 也 ,根据 定理 1. 17, 存 在 可 逆 和 矩阵 已 > 与 


Q,xn， 使 
Al 关 M1 3 
| = TT， CO- BO 人 > 


py Ln 

由 性 质 (5) 与 (6) 知 ,P 的 8 可 道 ,Ti 的 是 上 三 角 和 矩阵 . 因为 
(PW 0)-1A' WB) PHO0) = 

(PIiAP) W011BO)= TO 


PAP = = 


所 以 
(PO@Q)'fA, BP Q) = fT, TT) 
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也 是 上 三 角 和 矩阵 ,注意 到 


Ai 了 x AtAe1 x 
TO = < | 了 3 = 
人 二 了 3 Man 
故 f(T , T,) 的 对 角 线 元 素 , 即 fC(4，B) 的 特征 值 为 fGQ， jy,) 
(R 一 1，2，…，71 s=1,2,..,n). 证 毕 


推论 1 设 Awx 的 特征 值 为 X41 ，4s，…，, 4，Bx 的 特征 值 为 
jp， Jj; 则 A CB 的 全 体 特 征 值 为 XC = 1,2,…,，m; 
7 一 1，2，…，72). 

推论 2 设 AE Cw™”",BE C*™, 则 有 

det(A © B) = (detA)"(detB)” 
证 ”由 推论 1 可 得 


det(A ® B) = [I (Taw.)= [ofl,)= 


(TTI:) (TTw)” = (det4)"(detB)” ”证 毕 

推论 3 设 A4AEC*””, BEC*™, 则 有 
tr(A OO 了) = (trA) (trB) 
证 ”由 推论 1 可 得 
tr(A  B) = ~ 一 LOS (trA) (trB) 
证 毕 

关于 和 矩阵 直 积 的 秩 和 相似 性 ,还 有 下 列 性 质 . 
(9) rank(A © B) = (rankA) (rankB). 
证 ” 设 rank4 二 rl, rankB == rs. 根据 矩阵 的 初等 变换 理论 ， 


对 和 矩阵 4, 存在 满 秩 矩阵 P| 和 0, ,使 


I, 0 
A = PAQ., hi =| | 
O 
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对 矩阵 也, 存在 满 秩 矩阵 妃 和 @: ,使 

了 3 一 P: BO ， B= 随 | 

O O 
由 性 质 (4) ,有 
AWB= (PAQ1) WO (PBiQ;) = 
(Pi © P;) (hi © Bi) (QO CO CC) 

再 由 性 质 (5) 知 ,P,P; 与 QQ: 都 是 满 秩 矩阵 ,而 算 阵 乘 以 满 
秩 和 矩阵 后 ,其 秩 不 变 , 故 有 

rank(4 0 B) = rank(4 GO Bl) 


注意 到 
B O 
A 四 了 = Se 
So 
因此 rank(4 © BI) = rr 
即 rank(4 GO B) = (rankA) (rankB). 证 毕 


(10) 设 AE CC”", BEC™*, 则 有 有 A468B 相似 于 BQ 有 Ah. 
证 ”由 性 质 4 可 知 4@B= (4®L)(,®B). 对 mm 阶 和 矩阵 


QA11l 1m 


~--L-w Jr-- nm------ 


AWL,= (a,l,) = 


时 
mr 


Wml GQ yn 


调换 它 的 行 , 且 同 时 调换 它 的 同 序号 的 列 , 可 使 之 变 为 
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CC11 ”” Clm 


这 样 的 调换 过 程 可 描述 为 :存在 满 秩 和 矩阵 了, 使 得 
P (ATI)P=I,®A4 
同样 ,把 从 A@T, 变 为 I, A 时 所 使 用 的 行 与 列 的 调换 方式 
施用 于 五 B, 就 使 得 I B 变 为 BT,, 即 
Pi(I, BP= BOI, 
于 是 
4 四 B= (4®L),®B)= 
了 (和 © 4)P P(B OO)P- = 
P( 四 4)(B 因 无 )P = PB ® A)P' 
即 4 CB 相似 于 BA4. 证 毕 
一 、 线 性 矩阵 方程 的 可 解 性 
在 系统 控制 等 工程 领域 ,经 常 遇 到 矩阵 方程 
4X 十 XB 一 下 (5. 4. 5) 
的 求解 问题 ,其 中 A € C™", BE Co， 下 E Ce 为 已 知 矩阵 ,而 
XX EC ”为 未 知 和 矩阵 .一般 的 线性 矩阵 方程 可 表示 为 
VAXB, =F (5. 4. 6) 


其 中 4 € C™?,B,€ Co FE CC™™" 为 已 知 和 矩阵 ,而 六 € CY 为 
未 知 和 矩阵 . 
下 面 利用 矩阵 直 积 的 性 质 ,研究 矩阵 方程 (5.4.6) 的 可 解 性 
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问题 . ~ 
设 和 = (a,)wmxp，BE CY", 并 记 久 EC 的 第 :行为 xT(i 一 
1,，2, ,Dp), 则 压 " 二 (xi ， xs，…， 令 

vec(¥) = (xT, xT, +e, xT)T 


则 有 
AXB = 区 Xi 十 … 十 a 
从 而 
vec(AXB) = es 十 … He 过 
中 eee | : 
BI Sa am BT 
(A © B') vec(X¥) 
定理 5.28 方程 (5.4.6) 有 和 解 的 充 要 条 件 是 vec(F) E 


R( 之 /4， 四 下 ). 这 里 ,R(4) 表示 矩阵 A 的 列 空间 . 


i 
证 ”> ,A,XB, 一 下 有 解 瑟 后 
一角 
{ 
vec( > A,XB, )== vec(F) 有 解 Xe 
2 一 
i i 
(4, @ BT )vec(X) = vec(F) 有 解 vec(X) 己 
:=1 


vec(F) € R( 2)A, ® BI) 证 毕 
定理 5. 29 设 nxn 的 特征 值 为 4， ，4z ，"*"*，Am，B,x, 的 特征 
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值 为 yw，pyz，…，u， 则 方程 (5. 4.5) 有 了 唯一 解 的 充 要 条 件 是 
A #00G=1, 2 m; 7=1,2,.,n). 
证 4X 十 XB = 有 唯一 解 头 马 
vec(AX 十 XB)) = vec(F) 有 了 唯一 解 XX 局 
(AOL+I, BT) vec(¥) = vec(F) 有 唯一 解 Yec(X)©O 
det(A WI,+I, WB)A0 
令 f(z, y) = 二 zy 十 zy! ,并 注意 BT 与 B 的 特征 值 完 全 相同 , 则 
由 定理 5.27 知 ,f(4, BF?) 二 A 十 I 的 B' 的 特征 值 为 
Fo) = 坟 十 py. 故 
det(4 的 天 十 五 鸭 B) 天 0 全 人 十 内 0 
(1 二 1,2,…,m; 7 二 1,2,…:,n) 证 毕 
推论 1 设 Awmxn 的 特征 值 为 Xi ,42 ,，…, 4m，Bwxs 的 特征 值 为 
AK，J2，…， jn， 则 齐 次 方程 4X 十 XB = OQ 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 
存在 mn 与 Jo, 使 人， 十 扣 一 0. 
推论 2 设 A4 是 m 阶 矩 阵 , 则 齐 次 方程 4X 一 2 = 0 一定 有 
非 零 解 . 
例 $.13 设 AEC™”™”", BEC*™*, FEC”™". 如 果 4 与 吾 无 


公共 特征 什 , 则 | 0 | 相似 于 | 3 


I, XX 
证 设 P 一 | | X EC 待定 , 则 
O I, 
TI. 一旦 A F A F+XB— AX 
rn | 
O 了 LO 8 O B 


因为 4 与 B 无 公共 特征 值 ,所 以 4,(4) 十 jy,( 一 B) 关 0. 由 定理 5. 29 
知 ,方程 AX 十 和 (一 B) 二 有 了 唯一 解 站 EC C”™". 于 是 有 
I, XX [4 F1 [4 0 
P= | el p= Lo | 证 学 
类 似 于 定理 5. 29 的 证 明 ,还 可 以 得 到 定理 5. 30. 


第 5 章 特征 值 的 估计 及 对 称 和 矩阵 的 极 性 。287 。 


定理 4. 30 设 4 xn 的 特征 值 为 和 ， A 人 2， ***» Am, Bs 的 特征 
值 为 j， HLH2» “"""， jn， 则 有 : 


(1) 方程 >A*XB 二 斑 有 唯一 解 的 充 要 条 件 是 1 十 (4,w) 十 


en (2 2 “7; 7 三 1， 2， """, n); 


(2) 齐 次 方程 > ,A*XB' 二 OO 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 存在 1。 


与 jo 使 1 十 Qsp) 十 … 十 GQ)'=0. 
最 后 ,利用 和 矩阵 函数 来 描述 方程 (5. 4. 5) 的 唯一 解 . 
引 理 3 设 4E Cn", BEC 下 EC ,如果 4 与 也 的 特 


征 值 的 实 部 都 小 于 零 , 则 积分 |”e*Fe* dt 存在 . 


证 ” 设 和 A 的 特征 值 为 X41 ,4s，… ,1 ,根据 矩阵 的 Jordan 标准 
形 理论 ,存在 可 道 和 矩阵 PE€ C””" ,使 得 
A 和 
PAP = | 
Ami "On 
An 
其 中 ,6, = 0 或 1. 按照 式 (3. 3. 17) 可 写 出 


el zt 


TsP™ (5. 4. 7) 


ent 


其 中 ,Ts 表示 单位 上 三 角 和 矩阵 , 它 的 非 零 元 素 的 形式 为 at* (0 过 
km,a€ R). 
设 B 的 特征 值 为 yi， pz，…， ,类 似 于 式 (5. 4.7) 可 写 出 


em! 
er 一 | 后 [re (5. 4. 8) 
et 
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其 中 ,矩阵 Q EC" 可 道 ,Ts 也 表示 单位 上 三 角 和 矩阵 , 它 的 非 零 元 
素 的 形式 为 WW:(0 太志 nn, bE€ R). 
注意 到 


elt 
ee 入 ea 一 | a 
ep 


的 右 端 乘积 矩阵 的 元 素 都 是 因子 ew+ey 的 关于 的 多 项 式 信 数 的 
组 合 , 且 积分 | zeo+oydi (4 之 0) 都 存在 ,所 以 积分 | ，eeFewdt 


存在 . 证 毕 
定理 5.31 设 AEC™”",BEC REC, 且 4 与 吾 的 


特征 值 之 和 不 等 于 零 , 那 么 ,如 果 积分 | e*For dt 存在 , 则 方程 


ea 
T,P- FTO 


em’ 


(5. 4. 5) 的 唯一 解 鲜 二 一 | es Fem dr. 


证 ” 令 Y(z) 一 esFe*, 则 有 
dY (#) 
dt 


由 积分 | “YCz)dt 存在 知 ，limY(D 二 0, 上 式 两 端 求 积分 ,可 得 


= AY(i) +Y(2)B, 了 (| ,-。 一 下 


Y(i)|。 = A(| YCDar)+ (| rcoadr)a 
即 
一 下 一 人 (一 下) = (—X¥X)B 
也 就 是 4 和 十 NB = 下 . 证 毕 
推论 1 设 4EC 与 了 EC” 的 特征 值 满足 
Re(G) <0( 一 1，2 1 Re O00 =1,2,.,n) 


则 方程 (5. 4. 5) 的 唯一 解 为 不 一 一 | Fe dt. 
十 


证 由 引 理 3 知 ,在 题 设 条 件 下 ,积分 | ”e*Fe*dt 存 在 . 再 
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由 定理 5. 31 即 得 结论 . 证 毕 

推论 2 ” 设 4E C”” 的 特征 值 满足 ReQ,) < 0 (: 一 1，2， 
…, m); 则 方程 4T 和 十 XA 二 一 下 的 唯一 解 为 X 二 | ee dz. 
如 果 下 EC” 是 正定 矩阵 , 则 解 矩 阵 关 也 是 正定 的 . 

证 ”只 需 证 明 后 一 结论 即 可 . 设 0 关 x EC', 由 于 矩阵 e* 可 
逆 , 所 以 esx Se 0， 于 是 可 得 

(esx)'F(esx) >0 
从 而 有 
X= 十 (esx)'F(esx)dt >0 
故 关 是 正定 和 矩阵. 证 毕 
习 题 5.4 


1. 设 4 一 4 下 一 中 ,证明 (4 四 了 一 4 网 了 3. 

2. 设 和 A 和 B 都 是 ( 半 ) 正定 矩阵 , 证 明 4 因 中 也 是 ( 半 ) 正定 矩阵 . 

3. 设 4EC， 有 EC 它们 的 特征 向 量 分 别 为 E 和 ?9 ,证明 ET 是 
A B 的 特征 向 量 . 

4. 设 4E Cw™" 的 特征 值 为 A1， 和，…, 4 ,证明 B 二 (wu, ul) 的 A 和 的 特 
征 值 是 凤 :，mAs，…， 峻 。 和 和 (2 一 1) 重 零 . 这 里 uw = (1,…, 1)TE€R". 

5. 证 明 : 两 个 反 Hermite 矩阵 的 直 积 是 Hermite 矩阵 . 


6. 设 4E Cr 与 B € C™" 都 是 半 正 定 和 矩阵 , 证 明 方程 > /A*XB* 一 下 


存在 唯一 解 . 

7. 设 AE C"” ”与 了 EC 的 特征 值 都 是 实数 ,证明 方 程 瑟 十 4XB 十 
42XB: 一 下 存在 唯一 解 . 

8. 使 用 和 矩阵 画 数 方法 求解 矩阵 方程 4X 十 和 = 二 I, 其 中 = 


| 0 0 
| oi | 
二 小 2 一“ 
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逆 矩 阵 的 概念 只 是 对 非 奇 异 和 矩阵 才 有 意义 . 但 是 在 实际 问题 
中 , 遇 到 的 矩阵 不 一 定 是 方 阵 , 即便 是 方 阵 也 不 一 定 非 奇异 ,这 就 
需要 考虑 ,可 和 否 将 逆 矩 阵 概念 进一步 推广 . 为 此 ,引进 下 列 条 件 : 

(1) 该 矩阵 对 于 奇异 矩阵 甚至 长 方 矩阵 都 存在 ; 

(2) 它 具 有 通常 逆 矩 阵 的 一 些 性 质 ， 

(3) 当 和 矩阵 非 奇 异 时 , 它 还 原 到 通常 的 逆 和 矩阵 . 
称 满足 以 上 三 个 条 件 的 矩阵 为 广义 逆 和 矩阵. 

早 在 1920 年 ,E. H. Moore 就 提出 了 广义 逆 矩 阵 的 概念 . 但 在 
其 后 的 30 年 中 ,他 的 理论 几乎 未 被 注意 . 直到 1955 年 ,R. Penrose 
以 更 明确 的 形式 给 出 了 Moore 的 广义 逆 矩 阵 的 定义 之 后 ,广义 逆 
怎 阵 的 研究 才 进 入 了 一 个 新 的 时 期 . 由 于 广义 逆 矩 阵 在 数理 统计 、 
系统 理论 .优化 计算 和 控制 论 等 许多 领域 中 的 重要 应 用 逐渐 为 人 
们 所 认识 ,因而 大 太 推 动 了 对 广义 逆 矩 阵 的 理论 与 应 用 的 研究 ,使 
得 这 一 学 科 得 到 迅速 的 发 展 , 已 成 为 矩阵 论 的 一 个 重要 分 枝 . 

本 章 着 重 介绍 m Xn 和 矩阵 的 Penrose 广义 逆 矩 阵 的 概念 .性质 
及 计算 方法 ,对 其 他 类 型 的 广义 逆 矩 阵 只 进行 简单 介绍 . 


36.1 投影 插 阵 


投影 矩阵 在 广义 逆 和 矩阵 的 研究 中 起 着 重要 的 作用 ,因此 首先 
介绍 它 的 概念 及 性 质 , 并 给 出 其 计算 方法 . 
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设 工 和 M 都 是 C" 的 子 空间 , 且 L@M= C". 于 是 由 第 1 章 知 ， 
任意 xE C" 都 可 唯一 分 解 为 
X 一 十 z，yEL，zERAM 《6. 1. ]) 
称 y 是 x 沿 着 M 到 的 投影 . 
定义 6.1 将 任意 xE C" 变 为 沿 着 M 到 工 的 投影 的 变换 称 
为 沿 着 M 到 工 的 投影 算 子 , 记 为 PL.x, 即 
Prmx=y 
由 定义 6.1 知 , 投 影 算 子 Pi,xm 将 整个 空间 C" 变 到 子 空间 工 . 
特别 地 ,着 x € 工 , 则 Prwx 二 x; 若 x EM, 则 Pi,xx 一 0. 因此 ， 
Pr,m 的 值 域 为 RC(PL,m) 一 工 , 零 空间 为 N(PLm) = M. 容易 证 明 9 
投影 算 子 Pi,m 是 一 个 线性 算 子 , 即 对 任意 向 量 XisX2 EC 和 任意 
复数 4,u, 恒 有 
PL,m (AX] 二 jx) = APL,mX1 十 pyPL,mxX? 
根据 线性 代数 的 结果 , 当 取 定 C" 的 一 组 基 后 ,投影 算 子 Pi,w 可 由 
n 阶 和 矩阵 表示 . 
定义 6.2 ”投影 算 子 PLw 在 C" 的 基 e, ,es，,…,e, 下 的 矩阵 称 
为 投影 矩阵 . 
为 方便 使 用 ,投影 矩阵 记 为 Pi,m. 
投影 矩阵 与 者 等 矩阵 w 有 着 密切 的 关系 . 首先 给 出 宪 等 矩阵 
的 一 个 重要 性 质 . 
引 理 1 设 4E C” 是 寡 等 矩阵 , 则 
N(A) = R(I— A) 
证 ”因为 4 = 4, 即 
4(4 一 4) 一 O 


四 ” 若 和 矩阵 4 满足 42: = 4, 则 称 为 等 等 矩阵 ， 
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所 以 对 任意 x ERGI 一 4) ,有 
X= (I—A)y (7 EEC) 
从 而 Ax = 0, 亦 即 
FkK(I—A)CN(A) (6. 1. 2) 
下 面 证 明 dimR(I 一 A) = dimN(4), 由 此 即 可 得 到 
R(I—A) = N(A) 
从 式 (6. 1.2) 可 得 
dimR(I—A) < dmN(A) = n— dimR(A) 
即 rank(I— A) 之 nrankA 
又 因为 工 = 4 十 (I 一 4A), 所 以 
n < rankA+rank(I— A) 
结合 前 一 式 得 
rank(I—A) = n— rankA 
故 有 dimR(I— A) = n— dimR(A) = dimN(A) 证 毕 
定理 6.1 和 拖 阵 也 为 投影 矩阵 的 充 要 条 件 是 书 为 究 等 矩阵 . 
证 设 P 一 PL,x 是 投影 矩阵 ,于 是 对 任意 xxE C"(x 有 如 
式 (6. 1. 1) 的 分 解 ) ,有 
Pi,mx = Pr,m (Pi,mx) = Pimy = y= Pimx 
所 以 P=Pixm= Px=P 
反之 , 设 忆 是 笑 等 矩阵 . 由 于 RCP) 和 NGCP) 均 是 C" 的 线性 子 
空间 , 且 对 任意 xE C" ,有 
X 一 X 十 Px 一 Px 一 Pr 十 (一 PP)x (6. 1. 3) 
其 中 Px € RC(P),(I 一 P)x € NC(P)( 由 引 理 1), 因 而 
C"” = RC(P) + NCP) 
下 面 证 明 RC(P) 十 NC(P) 是 直 和 . 
设 zERP) 站 NBP), 即 zERP),z €E NC(P) = R(I—P) 
(由 引 理 1). 所 以 存在 u,v E C" ,使 得 
z= Pu = (I—P)r 
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从 而 z= Pu=Pu= P(I—Pry=0 
即 ROP) 门 NC(P) = 二 {0}), 因 此 
C" = R(P) ® N(P) 
由 式 (6.1.3) 可 见 , 对 任意 xEC,Px 是 x 沿 着 N(P) 到 RCP) 的 
投影 ,故而 


P = 已 Rcp) ,NCP) 证 毕 
该 定理 表明 ,n 阶 医 等 矩阵 和 7? 阶 投影 矩阵 是 一 一 对 应 的 . 
投影 矩阵 Pi,x 可 按 如 下 方法 求 得 : 


假定 dimL = ~, 则 dimM = n 一 r. 在 子 空间 L 和 M 中 分 别 取 
定 基底 
X19X29 9Xr 和 3，J2 Ye 
这 两 组 向 量 联合 起 来 便 构成 C" 的 基底 . 根据 投影 矩阵 的 性 质 , 有 
Pr MY, = XxX, (1= 1,2,.,7) 
(6. 1. 4) 
Prxy 一 0 (= 1,2,,n—r7) 
作 分 块 和 矩阵 
= (Xl, XX,) 
Y 一 《Ji yz，… Yr) 
从 而 式 (6. 1. 4) 等 价 于 
Pru[lX YJ]=[X Oj 
由 于 [和 YY] 是 nn 阶 可 逆 和 矩阵 ,因此 投影 矩阵 为 
Pi 一 [X OO][X 了 | (6. 1. 5) 
后 而 将 会 看 到 , 香 等 矩阵 在 广义 逆 和 矩阵 中 所 起 的 作用 ,在 某 种 
意义 上 相当 于 单位 和 矩阵 在 通常 的 逆 和 矩阵 中 所 起 的 作用 . 


1 
例 6.1 设 工 是 由 向 量 |，| 张 成 的 于 空间 ,M 是 由 向 量 


1 人 
| “| 张 成 的 子 空间 , 则 由 式 (6.1. 5) 可 求 得 ,R* 上 沿 着 性 到 工 的 
投影 抵 阵 为 
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和 
pp pe 
二 、 正 交 投影 算 子 与 正 交 投 影 矩 阵 


投影 算 子 的 一 个 子 类 一 一 正 交 投影 算 子 , 具有 更 为 良好 的 
性 质 . 
定义 6.3 设 工 是 Cr" 的 子 空间 , 则 称 沿 着 Ll 到 L 的 投影 算 
于 PL! 为 正 交 投影 算 子 , 简 记 为 Pi. 正 交 投影 算 子 在 CC 的 基 ei， 
ez，…e* 下 的 矩阵 称 为 正 交 投影 矩阵 , 记 为 卫 . 

正 交 投 影 矩 阵 不 仅 是 寡 等 矩阵 ,而且 还 是 Hermite 矩阵 . 

定理 6.2 ”矩阵 了 为 正 交 投影 矩阵 的 充 要 条 件 是 己 为 医 等 
Hermite 和 抢 阵 . 

证 者 P= Pi 是 正 交 投 影 矩 阵 , 由 定理 6. 1 的 证 明知 , 它 是 
医 等 矩阵 . 将 任意 x € C" 分 解 为 

X= y+z, yE€EL, zEL: 
则 PLx=yE€EL,(I—P)x=x—y=ze L+, 即 Pix 正 交 于 
(I 一 PL)x, 也 就 是 
x"PF(I—P,)x=0 
由 x 的 任意 性 得 
Pr(I—P.)=0 
因此 Pr = PrPj ,从 而 
PP = PH ~ PHEP， = (PIP,)s—P,=P 
可 见 P 是 知 等 Hermite 矩阵 . 
反之 , 设 P 是 每 等 Hermite 矩阵 ,由 定理 6. 1 得 
P 一 PRm ,Nm = Pp ,NCPHE) 一 PRp,RLO 一 Pecp, 证 毕 


该 定理 表明 ,n 阶 短 等 Hermite 矩阵 与 m 阶 正 交 投影 矩阵 是 一 
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一 对 应 的 . 

已 知 子 空间 世 的 基 后 , 正 交 投 影 矩 阵 可 按 如 下 方法 求 得 : 

设 dmz = 二 +,) 则 dmL+ 王 ?2 一 r. 取 工 的 基 为 Yil，xz，… 
又 设 L1 的 基 为 yy ，y:，*… ,y+:， 作 分 块 矩 阵 

KK= (x, Xs Ks), Y= (Cy, yz, yn) 
显然 XHY 一 O. 由 (6.1.5) 得 
P 一 [X O]JLX Y] = 
[X O]LLX YJ"[X YJ] [IX 了 一 


党 y 


of oo rr] [ye)- 
x oo om 


XCX KX) XI (6. 1. 6) 

例 6.2 在 Rs 中 工 是 由 向 量 @ = (1,2,0)7 和 p= (0,1,1)7 
张 成 的 子 空间 , 求 正 交 投影 矩阵 忆 和 向 量 x 一 (1,2,3,) 沿 L- 到 
L 的 投影 . 

解 因为 


由 式 (6. 1.6) 得 


2 2 —2 
Pp, = XCXHXJ)-IXH -让 5 
全 
x 在 L 上 的 投影 为 
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站 题 6.1 


1. 设 L,M 是 C' 的 子 空间 , 且 工 由 M = C". 证 明 投 影 算 子 P, ， 是 线性 
算 子 . 

2. 若 了 是 投影 矩阵 ,证明 PE , 工 一 P,T:PT(T 为 非 奇异 矩阵 ) 均 为 投影 
矩阵. 

3. 证 明 工 一 Pvw = Pw. 

4. 设 P,P 均 为 投影 矩阵 . 证明: 

(1) 三 一 疡 十 肠 是 投影 矩阵 的 充 要 条 件 是 书 忆 = P,P, = 0; 

(2) P= P 一 P; 是 投影 矩阵 的 充 要 条 件 是 忆 P = P,P, = P,; 

《3) 若 PiP; = PP, 则 P= P,P， 是 投影 矩阵 . 

5. 设 己 是 投影 矩阵 ,证明 书 的 特征 值 为 1 或 0， 

6. 设 己 是 正 交 投 影 矩 阵 ,证 明王 是 半 正 定 的 . 

7. 设 R' 的 子 空 间 工 由 向 量 el; = (1,0,0)7 张 成 . 

(1) 若 子 空间 M 由 a = (1,1,0)7 和 8= (1,1,1)7 张 成 , 求 投影 矩阵 已 wm 
和 向 量 x = (2,3,1)7 沿 着 M 到 工 的 投影 ; 

《2) 求 正 交 投 影 矩 阵 P, 和 向 量 x 一 (2,3,1)7 在 上 上 的 投影 . 


3 6.2 广义 逆 和 矩阵 的 存在 、 性 质 及 构造 方法 


一 、Penrose 的 广义 逆 矩 阵 定 义 


定义 6.4 设 和 矩阵 4 € C™ ,车 矩阵 XE Ce 满足 如 下 四 个 
Penrose 方程 

AXA 一 和 (1) 

AX 二 六 (11) 

(AX)™ = AX (i11) 
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(XA) = KA (1v) 
则 称 站 为 4 的 Moore-Penrose 遂 , 记 为 4 . 


例 6.3 容易 由 定义 直接 验算 . 


sme 


0 


| 一 NC ee 


ss-[ae- 臣 让 


B OO 
着 4=|[0 o 
若 4 是 非 奇 异 和 矩阵 , 则 A* 二 A . 
定理 6.3 对 任意 A € C ,4 存在 并 且 唯 一 . 
证 ” 先 证 存在 人 性 . 设 rank4 三 一 若 r 一 0, 则 4 是 和 2X? 零 矩 
阵 ,可 以 验证 2X 么 零 矩阵 满足 4 个 Penrose 方 程 . 若 r 0, 由 定 
理 4. 16 知 ,4 可 进行 奇异 值 分 解 


| ,其 中 也是 可 首 算 阵 , 则 4 一 | "| 


O ; O|,, 


其 中 吃 盖 0 (zz 一 1，2， … 7) 是 的 奇异 值 ,U 和 VY 分别 是 mx 阶 和 
n 阶 本 矩阵. 容易 验证 


PTT 
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满足 4 个 Penrose 方 程 .可 见 ,4+ 总 是 存在 的 . 
了 瞧 一 性 . 设 X,7Y 均 满足 方程 (iD) ~ (iv) , 则 
X= XAX)" 一 XXAF — XCAX) AY)® 一 
XAY = (XA)I(YA)NY = ArYHY 一 
(YA)Y 一 了 证 毕 
本 章 将 讨论 满足 4 个 Penrose 方程 中 一 个 、 几 个 .甚至 全 部 的 
广义 逆 和 矩阵 . 下 面 将 看 到 ,除了 4+ 唯一 确定 之 外 ,其 余 各 种 广义 道 
和 窍 阵 都 不 是 唯一 确定 的 ,每 一 种 广义 道 矩阵 都 包含 着 一 类 和 矩阵 ,为 
此 引进 如 下 定义 . 
定义 6.5 对 任意 A4E CC” , 若 多 EE Cexm 满足 Penrose 方程 
中 的 (4) ,Gy),…,(7) 等 方程 , 则 称 久 为 4 的 {位 ,j,…,L)- 逆 , 记 为 
4 ,其 全 体 记 为 A{i,y,… ,7}). 
由 定义 6.5 和 定理 6.3 知 ,41+ 二 A939 ,并 且 A{1,2,3,4) 中 
只 含 一 个 元 素 ， 因为 对 任意 {1,j,…,l} C {1,2,3,4},， 都 有 
4 E At 2) 所 以 Ac 2 总 是 存在 的 . 可 知 ,满足 1 个 .2 
个 .3 个 .4 个 Penrose 方 程 的 广义 逆 和 矩阵 共 有 15 类 , 即 
Ci 十 Ct 十 CI 十 CC 一 15 
但 应 用 较 多 的 是 以 下 5 类 
A{1l},A{1,2},A{1,3}, A{1,4},A{1,2,3,4} 
因此 ,主要 对 这 5 类 广义 逆 矩 阵 进 行 讨 论 ， 


二 、 广 义 逆 矩 阵 的 性 质 及 构造 方法 


首先 指出 ,对 任意 矩阵 4E Ce , 它 的 {(1)- 道 4 一 般 不 是 唯 
一 的 . | 于 
定义 6.4 矩阵 4 E C"" 有 队 一 (1})- 逆 的 充 要 条 件 是 4 为 非 
奇异 矩阵 ,有 目 这 个 {1)- 逆 与 4-: 一 致 . 

证 将 XEA4A(L} 按 列 分 块 为 


天 一 《Xi CP 9 "°° 9 Km) 
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设 xE N(A4), 把 x 加 到 XX 的 任意 一 列 ( 如 第 : 列 ) 得 


Y = (Xx 9*** 9, yn) 


显然 了 YE A{1}) ,同样 ,将 yE NC4AE) 的 共 罗 转 置 刀 加 到 X 的 任 
意 一 行 , 即 得 4 的 另 一 个 (1)- 道 . 因此 ,{1)- 道 的 唯一 性 等 价 于 


N(A) = (0)，NC4E) = {0)} 


rankA =n, rankA =m 


而 这 又 等 价 于 4 的 非 奇 异性 . 由 定义 可 知 这 个 唯一 的 (1)- 逆 就 
是 和 A， 


对 任意 X* EC, 定 义 让 为 
em (6. 2. 1) 
0 (= 0) 
下 面 定 理 给 出 了 {1)- 道 的 一 些 性 质 . 
定理 6.5 设 AEC”™,BEC”?,XE€C, 则 
(1) (4 ) € A'(1); 
(2) A+ A € (1A){1); 
(3) 若 $S 和 了 非 奇 异 , 则 了 -42S 一 GE (SAT)1{1); 
(4) rank40 之 rankA4; 
(5) 440 和 4094 均 为 寡 等 矩阵 且 与 4 同 秩 ; 
(6) RC440 ) 一 RRC4) NN(A*A) = N(A), 
R((A A)") = R(A'); 
(7) 404 一 了 的 充 要 条 件 是 rank4 = 二 7?， 
440 = 二 I 的 充 要 条 件 是 rank4 一 m; 
(8) 4B(4B)4 一 4 的 充 要 条 件 是 rank(4B) 一 rank4， 
了 (4B)4B = B 的 充 要 条 件 是 rank(4B ) 一 rankB. 
证 (1) 因为 44 M4 = 4, 两 边 取 共 斩 转 置 得 
AH(AGD )HAH 一 4H 


由 定义 知 (4) € A (1 


(2) ~ (5) 直接 由 {1}- 逆 的 定义 和 和 矩阵 乘积 的 秩 不 超过 各 因 
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子 的 秩 即 可 证 明 . 
(6) 因为 
KR(A) DORAATV) DR(AAVA) = R(A) 
即 得 第 一 个 结论 . 类 似 地 ， 
N(A) CN(AA) C NGC44DA4A) = N(A) 
最 后 
R(A®) DH R(AN(AD)H) ~ RCC(ADA)) DH 
RAT (A )HAN) = RC(AN) 
(7) 充分 性 . 因为 rank4 = n, 由 (5) 知 A4DA 是 戎 等 矩阵 并 且 
韭 奇异 . 在 (4 中 A)? A A 两 边 乘 (4 中 A4) 得 
4D4 一 世 
必要 性 . 由 424 = 五 知 rankh424 一 7 从 而 由 (5) 得 
rankA 一 nn. 
男 一 式 可 类 似 地 证 明 . 
(8) 充分 人 性. 因为 RC(A4B) CC R(A) ,rank(4B) 二 rankA, 所 以 
R(AB) — R(A) (0 .2.2) 
由 (5) 知 ,(4B)(4B) 是 寡 等 矩阵 ,因而 它 是 投影 矩阵 Pi,mx ,其 中 
《由 (6) 和 式 (6. 2. 2)) 
L = RL(AB)(AB)™] = R(AB) = R(A) 
故 
AB(AB) "A=A 
必要 性 . 显然 成 立 . 
为 一 式 可 类 似 地 证 明 . 证 毕 
利用 {1}- 逆 很 容易 构造 出 其 他 的 广义 道 . 以 下 均 假 定 4 是 
m X7 和 矩阵 . 
定理 6.6 设 矩 阵 Y, ZE 4{1) ,又 设 X = YA42Z, 则 
XE A{l,2) 
证 ”由 定义 直接 得 到 . 证 毕 
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因为 在 Penrose 方程 (CD 和 (iD 中 ,4 和 X 关 的 位 置 是 对 称 的 ,所 
以 和 XE A{1,2}) 与 4 E€ X{1,2} 是 等 价 的 , 即 和 A 和美 总 是 互 为 
{1,2)- 道 . 这 与 通常 的 逆 矩 阵 所 具有 的 性 质 (4 2) 一 4 相 似 , 因 
此 也 经 常 称 之 为 自 反 广义 逆 . {1,2}- 逆 有 如 下 重要 性质. 

定理 6.7 ”给 定 和 矩阵 4 和 和 E A{1}, 则 XE A{1,2}) 的 充 要 
条 件 是 rankX 一 rankA. 

证 ”充分 性 . 显然 R(XA) CC R(X), 若 rankX 二 rankA, 由 定 
理 6.5 之 (5) 得 

rank(XA) = rankA = rankX 

所 以 RCX4) = 二 R(X) , 即 存在 矩阵 了 ,使 得 


X= XAY 
从 而 XAX 一 XA(XAY) = KAY = XX 
必要 性 . 因为 4 和 关 互 为 {1,2}- 逆 , 由 定理 6.5 之 (4) 即 得 . 


证 毕 
为 了 构造 {11,2,3)- 送 和 {1,2,4}- 道 ,要 用 到 4A 与 447 的 
(1)- 逆 ， 
引 理 2 ”对 任意 矩阵 4, 均 有 
rank(424) = rankA = rank(AA™) 
证 由 4xr 王 0 可 得 


44xy 一 0 
反之 ,由 A"'Ax 一 0, 得 
x"AAx=0 
即 (Ax)"Ax 一 0, 从 而 
4x 一 0 


这 表明 4 和 4 4 有 相同 的 零度 . 又 因为 A4 和 4A4 均 有 nn 列 , 故 
rank(4 4) = rankA 
交换 4 和 4 的 位 置 得 
rank(AA™) = Tank4a = rankA 证 毕 
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定理 6.8 设 矩 阵 4 给 定 , 则 
Y= (4A)VA E A{1,2,3) 
Z = AAAN)DV € A{1,2,4) 
证 ”因为 RC(4"4) CC RC(4F), 由 引 理 2 可 推 得 
R(AA) = R(A) 


所 以 存在 矩阵 器, 使 得 


A™ = AAU 
取 共 恩 转 置 得 

A=U"A"A 
从 而 AYA 一 UA A(A A)"ANA =U"ANA=A 
即 Y € A(l) 


根据 定理 6.5 之 (4) ,有 
rankY > rankA 
但 由 Y 的 定义 又 有 
rankY < rankAY = rankA 
因而 rankY = rankA 
由 定理 6.7 知 ,Y € A{1,2) ,最 后 
AY ~ UA A(A 4)004aA4AU = UATAU = (AY) 
故 YE A({l1,2,3} 
男 一 式 可 类 似 地 证 明 . 证 毕 
{1,3})- 逆 和 {1,4}- 道 的 极 值 性 质 将 在 3 6. 5 给 出 . 
定理 6.9 设 和 矩阵 4 给 定 , 则 
+ 一 AG0AAG3) 
证 记 X=A 44 ,由 定理 6.6 知 ,XE A{1,2), 又 因为 
4 和 一 444404044403 一 AAW 
XA 一 4004404324 一 A40404 
由 定义 知 440.2 和 A094 均 为 Hermite 矩阵 ,所 以 太 E A{1,2， 
3,4). 由 于 All,2,3,4) 只 含 一 个 元 素 , 故 而 
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A 证 毕 
下 面 定 理 给 出 了 4 的 一 些 性 质 . 
定理 6.10 设 和 矩 阵 4 给 定 , 则 有 : 
(1) rank4+ 一 rank4; 
(2) (4 一 4; 
(3) (4 ) 一 (MT) (ATI)+ 一 (At)T; 
(4) (A"A)T = At 45) 44 一 (48 At+,; 
(5) 4 一 (4 4)+ A = AT(AAY)T+, 
(6) R(A+) = R(AYT), NGC4+) = N(AY). 
证 (1) 由 定理 6.7 即 得 . 
(2) 因为 在 Penrose 方程 (i) ~ (1v) 中 ,4 和 4+ 的 位 置 对 称 ， 
所 以 (4+) 一 4. 
由 定义 6.4 容易 知道 (3) 和 (4) 成 立 . 
(5) 记 关 二 (4"A)7 4 ,由 定理 6.8 知 入 CE A(1,2,3}). 余 下 只 
要 验证 矢 满 足 Penrose 方程 (lv). 因为 
XA = (A 'A)+ 4HA 
上 式 右 端 是 Hermite 和 矩阵, 所 以 X44 也 是 Hermite 矩阵 ， 故 
XE A{l,2,3,4). 
(6) 因为 
R(AT) = R(AT AAT) = R(AT(AT) FAT') C R(AY) 
N(MA') = N(AT+ AAT) = N(ATt (A+)HAn) DH NGAN) 
由 (1) 得 
rankA' = rankA = rankAr 
所 以 R(A1) = R(AN), NA4AT) = N(A) 证 毕 
由 定理 6. 10 之 (5) ,可 得 以 下 推论 ; 
推论 1 若 4 EC , 则 
hf 一 (AA) AN (6. 2. 3) 
若 A € C””, 则 
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4 一 4 (44H)-1 (6. 2. 4) 
作为 该 推论 的 特例 有 以 下 结论 . 
推论 2 设 @ 为 n 维 列 向 量 , 且 @ 关 0, 则 
a' = (oa) or (6. 2. 5) 
而 
(g')t= (gt)™ = g(a 0) (6. 2. 6) 


推论 1 与 2 的 结果 常用 于 计算 和 矩阵 的 Moore-Penrose 逆 . 

注意 ”对 于 同 阶 可 首 矩阵 4,B, 有 (4B) -1 二 B 14 1; 定理 
6. 10 之 (4) 表明 对 于 特殊 的 矩阵 A 和 4a ,Moore-Penrose 着 有 类 
似 的 性 质 .但 是 一 般 说 来 ,这 个 性 质 不 成 立 . 例如 , 设 A = [1 0]， 


B 一 | |, 于 是 4B = [1], 因 此 


(AB)'= (4B) -一 上 1 
但 由 式 (6. 2.5) 和 式 (6. 2. 6) 得 


1 
2 
从 而 B+ 4+ 一 加 
可 见 (4B) 天 下 4+ . 
判定 (4B) 二 B+ 4+ 成 立 似乎 没有 较为 简单 的 方法 ,列举 几 
条 如 下 ,证 明 见 参考 文献 [9],[27],[31]. 
对 于 矩阵 A4,B, 使 得 (4B)1+= 二 B+ 4+ 成 立 的 充 要 条 件 是 下 列 
之 一 : 
(1) 4- 4BB 4 = BB 4，BB+ 4H4B 一 AHA4B. 
(2) R(A"AB) C R(B), R(BBAN) C R(AY). 
(3) 47 ABBr 和 4"4BB+ 是 Hermite 矩阵 . 
(4) A' ABB"AABB+ = BBHAHA. 
(5) AT AB = B(AB)+ AB, BBT A 一 AHAB (AB)+. 
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、Moore - Penrose 逆 的 等 价 定 义 


Moore-Penrose 逆 在 广义 闭 和 矩阵 中 占有 十 分 重要 的 位 置 . 为 
了 了 后面 应 用 方便 ,这 里 给 出 它 的 几 个 等 价 定义 . 
1920 年 ,E. H. Moore 利用 投影 算 子 定义 了 一 种 广义 道 ,以 矩 
阵 形 式 定 义 如 下 . 
定义 6.6 设 矩 阵 4 € C”™”, 车 和 矩阵 下 EE Cexm 满足 
AX = Pru,, XA = Prw, (6. 2. 7) 
其 中 Pi 是 子 空间 工 上 的 正 交 投影 矩阵 , 则 称 下 为 4 的 Moore 广义 
逆 和 矩阵 . 
定理 6. 11 Moore 的 广义 逆 矩 阵 和 Penrose 的 广义 首 矩阵 
《定义 6.4) 是 等 价 的 . 
证 “” 设 矩 阵 忆 满足 式 (6.2.7), 则 
AXA 一 PROA =A, XAKX = PrwX=X 
(AX)” = 二 PR 二 PR 一 AX( 由 定理 6. 2) 
(XA)™ = PRw = Pr = XA 
反之 , 设 矩 阵 关 满足 Penrose 方程 (i) ~ (iv). 因为 
(AX)’ = AX, (AX)F 一 AX 
由 定理 6.2 知 ,4X 是 正 交 投影 矩阵 , 且 


AX = Prkcax) 
又 由 定理 6.5 之 (6) 
下 (4X) = R(A) 
故 AX = 也 Ruxr = 了 Ra 
同 理 可 证 XA = 已 Ron 证 毕 


基于 本 定理 的 结果 , 将 定义 6.4 中 满足 Penrose 方程 (i) ~ 
(1v) 的 矩阵 站 称 为 Moore-Penrose 逆 是 有 道理 的 . 

定理 6.12 设 AE€ CC” ,车 存在 和 € CY” 和 UU € C”™”, 
多 所 Cn 满足 
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AXA =A,， X= AU, X=VA (6. 2. 8) 
则 瑟 唯一 确定 , 且 瑟 一 4+. 
证 ”因为 由 Penrose 方程 (1) 一 (1v) 得 
44+ 4 一 4 
A'= A! AAT= (At+ 4)HA+ 一 AHCA+)HAT+ 
4+ 一 AT AT 一 4T+ (AAT)H 一 AT+ (AT+)HAE 
取 U = (41)"ATtE Co 一 4 4) E Co, 可见 4+ 满足 式 
(6. 2. 8). 下 面 证 明 满足 式 (6. 2. 8) 的 和 矩阵 站 是 唯一 的 . 
设 和 XE€ C™” 也 满足 式 (6. 2. 8), 即 
AXIA=A, X= AU, X=VAr 
其 中 Di € C…” ,Vi € C™". 记 
X= XXX, U=U—U, V,=V—V 
则 肝 ; 满足 
AX,A = O, XX, = AU,, X, = V,Ar 
从 而 〈X24) (XiA) = ATXH XA = AT(ANU,)"X,A 一 
AUH (AX,A) 一 O 
可 见 A.A 一 0, 但 这 样 一 来 ,又 有 
KX, XX; = XV A )N = (XAAVE =O 


于 是 得 出 及: 一 天 一 一 OO 证 毕 
定理 6.13 设 4E C2, 苦 存 在 和 EC 和 ZE Ceon 满足 
AXA 一 4， 厌 一 AZAH (6. 2. 9) 
则 X=A 
证 ”分别 取 U=2Z4? EC ”和 V == AHZE€ Cm ,由 定理 6. 12 
即 得 . 证 毕 
这 样 已 经 得 到 Moore-Penrose 逆 的 4 个 等 价 定义 . 
和 矩阵 4 的 Moore-Penrose 逆 四 满足 : 


(1) Penrose 方程 (4) 一 (iv)， 
(2) AX = Pea,) ,A 一 Prcw,. 


pt 
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(3) AXA 一 A,XX 一 A"U, 铸 二 V4", 其 中 UVU 和 VY 是 适当 阶 的 


复方 阵 . 
(4) AXA 一 A, 入 一 4"2A", 其 中 2 是 与 4 同 阶 的 复 矩 阵 . 


习 题 6.2 


1. 设 4 是 mmXz 零 矩阵 , 哪 一 类 和 矩阵 天 是 4 的 (1- 逆 ? 

2. 设 mXn 和 矩阵 4 除 第 1 行 第 j 列 的 元 素 为 1 外 ,其 余 元 素 均 为 0, 哪 一 
类 矩阵 于是 4 的 {1)- 逆 ? 

3. 设 开 是 盖 阶 单位 矩阵 ,了 是 所 有 元 素 均 为 1 的 ? 阶 矩 阵 , 记 4 一 (ca 一 六 了 
十 杂 . 证 明 : 车 a 十 (n 一 1)b5=0, 则 X 关 = (a 一 5) 是 4 的 {1}- 道 . 


4. 已 知 
0 一 Qi C2 
各 一 | as 0 -| 
一 dy fz 0 


证 明美 = 一 (laf 十 十 a3) 了 A 及 是 和 的 {1)- 逆 . 

5. 证 明定 理 6.5 之 (2) ~ (5). 

6. 证 明和 定理 6. 10 之 (3),(4). 

7. 设 D = diag(qdi,d;,…,d,), 证 明 Dt 二 diag(di ,d? ,，… ,di). 

A 十 
8. 证 明 阅 = [4+ 0]. 
9. 设 4EC2 ,又 设 UE C”” 和 YE C” 均 为 本 矩阵 ,证 明 
(UAV)+= VA ET 

10. 证 明 ， 

(1) XE At{z}) 的 充 要 条 件 是 X* € 4 (1} (1 = 1,2); 

(2) 和 CE A{3} 的 充 要 条 件 是 XX ” € 4 {4}); 

(3) 和 EE A{4} 的 充 要 条 件 是 XX ” € A" {3). 

11. 设 瑟 是 加 等 Hermite 和 矩阵, 证明 Hi 二 H. 

12. 证 明 ;B+ = H 的 充 要 条 件 是 Hi? 为 罕 等 Hermite 矩阵 且 rankH = 
rankH. 

13. 证 明 : 若 4 是 正规 矩阵 ( 即 满足 44 一 44”), 则 4 A = 二 A47, 且 
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(4")T7 二 (47)", 其 中 nn 是 正 整 至. 

14. 证 明 (4@B)+= 41@ Bt. 

15. 举例 说 明 : 对 P,C@ 为 非 奇异 矩阵 ,结论 (P40)+ 王 Q@ -14+ PP -1 不 真 .并 
与 习题 9 比较 . 

16. 证 明 满 足 如 下 三 个 矩阵 方程 

4 一 有 ，X4 一 下， XA4X=X% 

的 矩阵 玉 是 唯一 的 (如 果 它 存在 的 话 ). 

17. 设 4 E Cr ,4.48 = 0,484， = 0 (六 jy 47 一 1,…,r), 证 明 


的 2 有 53， 
1 一 1 z 一 1 


3 6.3 广义 逆 和 矩阵 的 计算 方法 


定理 6. 3 表明 ,如果 矩阵 4 的 奇异 值 分 解 已 经 知道 ,就 可 以 计 
算 4+. 但 进行 4 的 奇异 值 分 解 并 非 易 事 . 本 节 讨 论 计 算 广 义 逆 矩 
阵 的 较为 简单 的 方法 . 


一 、 利 用 Hermite 标准 形 计 算 矩 阵 的 {1}- 逆 和 {1,2)- 道 


由 》4.3 知 ,任意 矩阵 4E C2(r > 0) 都 可 通过 初等 行 变换 
化 为 Hermite 标准 形 B, 即 存在 有 限 个 初等 矩阵 的 乘积 , 记 作 0， 
使 得 


04 一 有 8 (6. 3. 1) 
根据 矩阵 吾 ,构造 置换 矩阵 P, 使 得 
QAP = 用 | (6. 3. 2) 
DO 0 


其 中 天 是 > X (n 一 7) 子 和 矩阵. 
利用 Hermite 标准 形 , 很 容易 求 得 {1)- 首 . 
定理 6.14 设 AE Cr ,又 设 0E€ Cw" 和 P E€ Co ,使 得 式 
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(6. 3. 2) 成 立 , 则 对 任意 工 E Co 2 2X 了 和 矩阵 


I, O 
X= P| pe (6. 3.3) 
OO LL 


是 A 的 {1}- 道 . 
证 ”将 式 (6. 3. 2) 改写 为 


容易 验证 ,由 式 (6. 3. 3) 给 出 的 和 满足 AXA 一 A. 证 毕 
车 取 上 = 二 0, 则 rankX 二 rank4 二 rr, 由 定理 6.7 知 , 关 Ee 
A{1l,2). 


例 6.4 求 矩 阵 
0 2 } 0 4 十 2] 1 
一 |0 一 = 
A 0 3 一 3| 0D 
0 县 1 
的 (1})- 逆 . 
解 ”因为 对 [4 本 ] 进 行 初等 行 变换 可 得 
1 二 
0 1 于 01-3 一 看 一 革 0 0 
人 一 也 0 
00 0 0 0 0 1 
] 3 1 


所 以 4 的 Hermite 标准 形 为 
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1 1 
0 1 了 0 1 2] 2 ] 
MM=l0 0 0 1 ， 1 十] 
0 .0 0 0 0 0 
根据 式 (6. 3. 3) ,矩阵 A 的 {1}- 道 为 
I, 0O 
x=P| |= 
OL 
0 0 10 0 on 0 0 
a 0 0 
1 0 0 0 0 0||0 1.0 2 ] 
0 0 0 1 0 0llo0o 0ia 1 
0 一 一 0|= 
0 10 0 0 0llo 0 58 3 
0000 1 0|I0 0 < . 1] 
] 3 
000 00 1|lo od 
a 1, u 
el 
2] 0 0 
1 
56 6 
i 
0 0 


1 
ej 6 区 


3 
1 
其 中 asb,cd SC 任意 . 
二 、 利用 满 秩 分 解 求 广义 逆 和 矩阵 


3 4.3 介绍 了 矩阵 A € Cr””" 的 满 秩 分 解 的 概念 ,并 给 出 了 用 
切 等 变换 进行 满 秩 分 解 的 方法 . 设 AE€ C””"(r 0) 的 满 秩 分 解 为 
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A= FG (6. 3. 4) 
其 中 FE Cr GE C2”Y". 那么 ,可 以 按照 下 述 定 理 给 出 的 结论 计算 
广义 逆 和 矩阵 . 
定理 6.15 设 4E Cr > 0) 的 满 秩 分解 为 式 (6. 3. 4). 
则 有 : 


(1) GD € A({i)(1s= 1,2,4); 
(2) GODFO € AQi1) (1 = 1,2,3); 
(3) GP FrE A{1,2,3}, G* FY € A{1,2,4); 
(4) 4+ 一 G+ 下 13) 一 GF, 
(5 A GO PSO (O00 CIE FS 
GRACE FY. 
证 ”由 定理 6.5 之 (7) 知 
FF 下 一 CGO = 工 
根据 定义 容易 验证 (1),(2) 成 立 . 
《3) 可 由 (1),(2) 直接 得 到 . (其 中 Fi 与 G7 分 别 换 成 下 
和 G ”时 ,结论 仍 成 立 . ) 
(4) 由 (3) 知 ,和 二 G+ F033 E Af{1,2,4) ,又 因为 
(AX)r 一 == (FGGT 下 (13) )0 一 二 三 (FF J es FF'!; ,3) /AX 
所 以 EE A{l1,2,3,4). 
另 一 式 可 类 似 地 证 明 . 
(5) 由 (4) 知 ,G 天 一 4 ,再 根据 式 (6. 2. 3) 和 式 (6. 2.4), 即 
可 推 得 其 他 结论 ， 证 毕 
例 6.5 求 例 6.4 中 上 矩阵 4 的 Moore-Penrose 逆 . 
解 4 的 一 个 满 秩 分 解 式 为 
2] 0 
4 一 1 一 3 


2 1 


于 是 有 
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13 3_9, 
Pr= |， oJ ee" =- 3 - 加 
0 
从 而 4A'= GI(G GY) -1(FHF) -FE 一 
0 0 
1 0 
二 0 
2 ] 14 -3 = 3) 
0 1 i 13 x 
1 站 训 .2 
i = 
] |] 
本 a eg = 
0 0 0 
= 78 一 108} 120 十 18j 
下 39 一 54] 60 十 9 
1748 | 一 90 +56j 一 165 一 3j 二 和 
由 三 82 十 96] 


39 十 137] 一 138 十 177] 一 91 一 20j 
“三 、 计 算 4+ 的 Zlobec 公式 


先 证 明 如 下 两 个 引 理 . 
引 理 3 设 AEC”*,UE CY,V E Ceom ,又 设 
X= UVADPV (6. 3. 5) 
其 中 VAUD) EE (VAD){1}. 则 有 
(1) EA({l) 的 充 要 条 件 是 rank(VAU) 一 >; 
(2) 和 ECE A{2} 且 R(X) 二 RC(U) 的 充 要 条 件 是 
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rank(Y4DD) = rankU 
(3) 和 E A{2) 且 NC(X) = N(V) 的 充 要 条 件 是 
rank(VAU) = rankV 
(4) XE A{1,2} 且 R(X) 二 RCU),N(X) = N(V) 的 充 要 条 
件 是 
rank(VAU) = rankU = rankV 一 > 
证 (1) 充分 性 . 因为 
r= rank(VAU) <rank(AU) 委 rank4 一 > 
所 以 rank(4DU) 一 rank4 = 二 7. 但 RCAU) CRC4A) ,从 而 
RIAU) = R(A) 
即 存在 矩阵 了 ,使 得 
A = AUY 
由 定理 6.5 之 (8) 得 
AXA = AU(VAU)'"VAUY = AUY = A 
必要 性 . 因为 系 E At1) ,所 以 
A= AXAXA = AU(VAU) "VAU(VAU) VA 
故 7 一 Tank4 < rank(VAU) 委 rank4 一 > 
(2) 充分 性 . 因为 rank(V4U) = rankU ,由 定理 6.5 Zi®) 得 
XAU = U(VAU) VAU =U 
所 以 XAX = XAU(VAU) VV = U(VAU)' TY 一 天 
rankU = rank(XAU) < rankX 
又 因为 R(X) = RIUCVAU VV |] CC RV) 
故而 半 €E A(2} 且 R(X) = R(U). 
必要 性 .由 入 EE A(2} 得 
X= XAK = UVAU) VAU VAUVU) HV 
又 由 R(XX) = R(U) 得 rank 关 = 二 rankD ,因而 
rankX < rank(VAU) < rankU = rank¥X 
(3) 与 (2) 类 似 . 
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(4) 由 (1),(2》 和 (3)》 即 得 . 证 毕 

引 理 4 对 任意 给 定 的 矩阵 4, 满 足 天 EE A{1,2} 和 RCX) 一 
R(AN),N() = N(4) 的 唯一 矩阵 为 4+， 

证 ”首先 由 定理 6. 10 之 (6) 知 , 和 矩阵 4+ 满足 引 理 的 条 件 . 

反之 ,由 R(X) 一 RC4) 知 , 存 在 矩阵 上 ,使 得 

KK= AU 

又 因为 N(X) 二 N(4") 等 价 于 N+ (XX) 二 Nl (4 ) ,而 这 又 等 价 
于 R(X") 二 R(4), 所 以 存在 矩阵 Vi ,使 得 


.A 
即 大 一 Y4H 
由 定理 6. 12 知 
X=A' 证 毕 


由 这 两 个 引 理 可 得 计算 4+ 的 Zlobec 公式 . 
定理 6.16 给 定 和 矩阵 4 , 则 
A+ = Ai(ANAAN) AH (6. 3. 6) 

其 中 (4 ”A4") E (A*AAN){1). 

证 ”在 引 理 3 中 取 避 = 一 43, 则 由 引 理 2 知 

rankA™ = fank(414) = rank(444AH4) < 
rank (A TAAF) < rankA™ 
从 而 天 一 AN(ANAAH)VAN 满足 
XE A{l,2},R(X) = R(AN),N(X) = NGC4AI) 

由 引 理 4 即 知 结果 成 立 . 证 毕 

Zlobec 公式 (6.3.6) 的 优点 是 , 只 需 计 算 4a4458 的 一 个 
(1)- 逆 即 可 求 得 41+ ,而 {1}- 闭 的 计算 是 较为 容易 的 . 此 外 ,在 
式 (6. 3. 6) 中 ,{1}- 逆 的 选取 是 任意 的 ,但 乘积 As (43AAH)A 
却 与 {1}- 逆 的 选取 无 关 , 即 它 是 一 个 不 变量 . 因而 在 计算 时 ,可 以 
选取 最 简单 的 {1)}- 逆 . 
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用 Zlobec 公式 计算 4 . 
解 因为 


一 1] 2 ee 三 沁 
"AA 二 0 0 | | 0. 0 |= 
2 0 一 2 


1 2 


可 求 得 
(44445)0 一 10 | 


所 以 At 二 4H(4H44H)GDAE 一 


* 四 、Greville 方法 


计算 4 的 Greville 方法 是 一 种 有 限 友 代 法 , 它 在 已 知 和 矩阵 的 
前 六 列 所 构成 子 矩阵 的 广义 逆 和 矩阵 基础 上 ,来 构造 前 & 十 1 列 所 构 
成 子 和 矩阵 的 广义 道 矩 阵 . 因此 , 若 和 矩阵 4 有 ? 列 , 则 经 过 ? 步 就 可 得 
到 47-. 
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定理 6.17 (Greville) 设 AEC™. 记 ai(k 二 1,2,…,n) 为 
和 的 第 上 列 ,A 《k= 二 1,2,…,n) 为 4 的 前 & 列 构成 的 子 和 矩阵; 又 记 
d = At a, (6. 3.7) 
Ce = a — Acid: = a;,— A, 1Atia, = 
a: — Prea, ax = (I— Proa, ))ar = 


Prica, )GA 二 Pyoar ,a (k = 2, 3, *** ,n) 


(6. 3. 8) 
则 
At 一 i 1 (6. 3.9) 
bi 
其 中 
> (ce 天 10) 
(1 二 did.) diAii (c: = 0) 
(k= 2, 3, **,n) 
证 ”显然 
4 = [A a | z (6. 3.10) 
设 
A = | (6. 3.11) 
be 


其 中 B 是 一 个 待定 的 (一 1) Xm 矩阵 ,bE 是 待定 的 行 向 量 , 则 
B, 
AT = [4 a :|= A.1B, 十 abe (6. 3 12) 


由 定理 6. 10 之 (6) 和 定理 6.5 之 (6) 得 
N(At1) = N(4E1) DN(AF) = N(A1) = N(A,A+) 
即 R((AL1) CRCCAAHD)E) = R(AA1) 
因此 AAi (At 11) = Pea at) (AF1) 一 (4 D) 
或 
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4 六 44 = 4 (6. 3. 13) 
又 由 RD) 一 RRC4AE) 知 ,存在 矩阵 UU, 使 得 - 
At = AFU 
因而 B, = 4E TU 


故 有 R(B:) CRC4E) = R(AL,) 一 RC4LA，I) 
由 此 推 得 


AtiAr1B, = Prut a, ,B, = B, (6. 3. 14) 
用 4F: 右 乘 式 (6. 3. 12) , 且 由 式 (6. 3.13) 和 式 (6; 3. 14) 得 
At!1 一 及 十 4taxB5E 一 及 十 吕 5E (6. 3. 15) 
i pe I a 
bi 
下 面 确 定 bk. 


将 式 (6. 3.15) 代入 式 (6.3.12) 得 
AT = 4 4 二 (ax 一 Api d; ) be 一 


A 1At1 二 cbk (6. 3. 16) 
分 两 种 情形 讨论 . 
(1) cS 0 
因为 A,4# 和 Ai14t 均 为 Hermite 矩阵 ,由 式 (6.3.16) 知 
cibk 是 Hermite 矩阵 ,所 以 
be 一 多 EL (6 是 一 个 数 》 (6. 3. 17) 


又 因为 Ai 一 4khi4 一 (44 十 cpE)[4 a;]= 
| 4 十 cpE4A a—e, 二 ciCbeax) | 
与 式 (6. 3. 10) 比较 得 
bia, = 1 
所 以 1 = bia, 一 名 Ha, 一 SCPnwua a) a 一 
Gar PNeaH au 有 Sai P Neat,) Prar aa = kc 


即 6 = 二 (cre:) ,代入 式 (6. 3.17) 且 由 式 (6. 2.5) 得 
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bi = (ches) cE = ct 
(2) c=0 
由 式 (6. 3. 16) 知 44 三 A 4 1 ;从 而 
R(A,) = R(AiA7) = R(A 1AL1) = R(AL1) 


即 N(A#) = N(AE,) 
因为 NI) ON(A1) = N(AF) = NGC4EI) = 
N(At1) = N(A: 1At1) 

或 R(b:) C RC((A 1AL1)") = R(A, 1AL1) 
所 以 A 1At1b, 一 及 
即 

biA: IAA be (6. 5 18) 
又 有 

+ H 
AiA, = i 本 [Ea ax | 二 
ow A | (6. 3. 19) 
biA, a 


其 中 4a == brai, 由 AiAh; 是 Hermite 和 矩阵 可 知 a 是 实数 是 bHA; 一 
(1 一 a)qds. 故 而 
bi = biA, /At! = (1 —a)diAt, (6. 3. 20) 
上 式 右 乘 as 得 
a = bia; = (1 — a)did, 
解 出 1 一 a == (1 十 did,) ,代入 式 (6. 3. 20) 即 得 所 证 ， ”证 毕 
Greville 方法 的 优点 是 ,无 需 计 算 任 何 和 矩阵 的 逆 或 广义 道 ,只 
利用 和 矩阵 乘法 即 可 求 得 Moore-Penrose 道 . 


例 6.7 设 
1 0 
0 1 
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利用 Greville 方法 计算 4+. 
解 ”由 式 (6. 2.5) 得 


而 
0 
py 1 
1 
_2 
0 5 
ue re 
Cc; = qa, 一 上 Id = 1 一 |12|1 一 一 1 
lj lo 
1 
= = 2 1 5] 
[1 2 0 一 二 义 忆 二 [一 2 1 5] 
所 以 A1== 一 
[一 7 
1 2 2 | 
3 0 
一 些 特殊 分 块 矩 阵 的 广义 逆 和 插 阵 


设 A4 EC” .如 果 已 知 和 的 秩 为 r, 并 且 可 以 找到 A 和 的 r 阶 非 
奇异 子 和 矩阵 4 , 则 通过 行 和 列 的 置换 可 将 它 移 到 左上 和 角 , 即 
Al A 
ee 网 


其 中 己 和 @ 分 别 是 m 阶 和 ?2 阶 置换 矩阵 ,Au € CX .需要 说 明 的 
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是 :车 和 2 则 A， 和 4:， 不 出 现 ; 若 r= m， 则 和 sl 和 A 不 出 现 ， 
因为 rank4 = rank4i; 一 >, 所 以 


区 [全 |， [4:， A |= S[Al Ai] 


人 ?> sl 
这 里 T=A ii A 和 S 一 42141 从 而 可 将 矩阵 和 A 分 块 为 
pe Pr| 全 | T 
sl 人 2: 
I 
P| AulL, TJor (6. 3. 21) 
定理 6.18 设 4EC2 分 块 为 式 (6.3.21). 则 有 ， 
人 oj 也 5 
O 0 


A 一 1 
(2) 012,3) 2 o| py | + ss) —1 EL, Sa ]P; 


r 


(3) 4429 = ol | + 17") [An O]P; 


I 

TH 
I, 

(4) A+ = ol jc + TIT) -4 让 (十 SaS) -1[I, Sr]P. 


证 ”由 定义 可 直接 验证 (1). 
因为 分 块 表示 式 (6. 3. 21) 是 矩阵 4 的 满 秩 分 解 
A= FG 


I. 、 
其 中 正 一 P"| 。 WE Cw,G 一 [I，T]QT € Cx 容易 验证 


I, 
AN[L Ojp E FU)， ol |s G{1) 


又 由 式 (6. 2.3) 和 (6. 2. 4) 得 
F =An(l,+S"s) [I S|]P 
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G+ = o| | + 1) = 


根据 定理 6. 15 之 (3),(5) , 即 得 本 定理 之 (2),(3),(4) 的 结果 . 
证 毕 
定理 6.18 之 (4) 称 为 Noble 公式 . 
对 于 r 二 n 或 r = m 时 的 相应 结果 ,请 读者 自己 推 证 . 


“ 六、 计算 一 类 实 Hessenberg 和 矩阵 的 广义 逆 555 


因为 任何 方 阵 均 可 正 交 相似 于 Hessenberg 矩阵 ,所 以 求 出 了 
Hessenberg 矩阵 的 广义 逆 也 就 可 以 求 出 任意 方 阵 的 广义 道 . 
考 虚实 的 nn 阶 下 Hessenberg 矩阵 


Al hi 
hs hs, h, 
H = : s 各 人 (6. 3. 22) 
his hres ?Ohl hl,n 
Ra h, oe | h,, 
设 上 对 角 线 元 素 非 零 , 即 hi 关 0(1 = 1,2,…,n 一 1), 并 假定 H 


是 奇异 矩阵 . 
引 理 5 设 数 组 zx,,y,(i = 1,2，…,n) 按 如 下 方式 递 推 地 
计算 


ZI 一 工 


一 (6. 3. 23) 
:一 1 有 记 天 (1 一 2 3，…，72) 
一 二 


| 


(6. 3. 24) 
ou :1 (1 二 mm 


hn ,fl 二 


则 


。322 。 矩 阵 论 


(hl ,hn >»""* shm ) (XI X29""" ND 和 多 二 0 (6. 3. 25) 
pl 
《3y1，yz 9 Yn) Ch hz ,oe ha) = > yhn 一 0 (6. 3. 26) 
k=1 
证 “用 反 证 法 .假设 > ,huzt 一 a 闫 0. 由 式 (6.3.23) 知 ,zx 
dl 
(1 二 1， 4 232) 满足 线性 方程 组 
hu hy 
hz h,; h,; 


六 ，1 ,1 hr i, hy_1,n 1 hi n | 


hl h,: 2 ha hm Tn a 


由 于 hn (2 一 2，…， ,7 一]) 非 零 ,所 以 rankH 一 n 一 1, 但 增 广 算 
阵 的 秩 为 n, 从 而 该 方程 组 无 解 ,矛盾 . 另 一 结果 可 类 似 地 证 明 . 


证 毕 
为 方便 起 见 , 引 入 以 下 记号 : 
hs 
p= h,, 0 
a 3 人 


CT = (hi » hz1l te shy 
T 

ry 一 (Pa » hn3 » °° hm) 
光一 (Zs 9 X33 “Ta 


了》 一 (yi »Yy2» ‘ye 


于 是 
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H= 肇 | (6. 3. 27) 
hs rel > 
式 (6. 3. 23) 和 式 (6. 3. 24) 可 化 为 
Te Pp os VaP (6. 3. 28) 
而 式 (6. 3. 25) 和 式 (6. 3. 26) 可 写 为 
rx =—hai, yc =— hn (6. 3. 29) 
定理 6. 19 
T 
oo ,De we ea 
pa 
[Cr 1] -oo| Cy" 1] (6. 3. 30) 
Qm 


其 中 Ql Am (1 -= 1,2,...,7) 任意 取 值 . 
证 令 HY = (a,)w. 由 HH'?H = 二 H, 即 


3: all “all : Qln 

和 bs | O21 "Qnrl ' Qon bs ad I P., 1 | 
T 。 。 工 下 
hi To1 ; - hl 元 一 1 hi Tl 
蓝 Qnl 浸 雪 从 Qn,n—r Qm 

时 

< Q21 Q2 ,nl 

4 二 名 各 ea 

每: 

本 一 1 一 一 一 上 = 一 一 

汪 Pp n—1l Pp m1!1 [a Ql2 ar] 

给 


T 一 上 一 1 T 一 | 
太一 1 到 nl al 了 nl Cr-1 rmiP n—1 
rm 


由 式 (6.3.28) 即 可 推 得 式 (6.3.30). 利用 式 (6.3.27)， 
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式 (6. 3. 28) 和 式 (6. 3. 29) 容易 验证 ,无论 ca as。(: 一 1,2,…,n) 


如 何 取 值 ,Penrose 方程 (i) 恒 成 立 . 证 毕 
如 采 适 当 限 制式 (6. 3. 30) 中 参数 cu,an (i 一 1,2,…,n) 的 取 
值 ,就 可 得 到 其 他 的 广义 逆 矩 阵 . 


定理 6.20 ”如 果 au， en (i 一 1，2，…,7z) 满足 
[Lan az ajHLa, Qn am 一 an 
(6. 3. 31) 
则 由 式 (6. 3. 30) 确定 的 HY 也 满足 Penrose 方程 Cn) , 即 
HD = 百 (142 
证 “将 矩阵 H'? 代入 Penrose 方程 (ii) ,利用 式 (6. 3. 28) 和 
式 (6. 3. 29) 化 简 得 


BO BEHG = 
Qn 
1 nt 
Ho +| ||[es on ~ oH |[yr 1 
Qm 
可 见 当 式 (6. 3. 31) 成 立时 ,HY = H0'?. 证 毕 
定理 6. 21 车 an(i= 二 1， 2 … 1) 任意 ,而 ol,(: 一 1,2,…， 
n 一 1) 满足 
[a es alr 1 一 Qny —x'P 1/ (1 十 x'x) 
(6.3;32) 
则 由 式 (6. 3. 30) 确定 的 HV 满足 Penrose 方程 (iv) , 即 
HD = 再 G.4) 
证 ”因为 
0 0- 1 
HH 一 一 | 上 | [Ce boty a |H 
PE x 


代入 Penrose 方程 (av) 得 
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人 Cli 
E hr FE 
了 1 
ln 
0O! 
I 1 小 je … aulH (6.3. 33) 
可 以 验证 ,只 要 
P， 
Lan Se a | -re hn | 
FT 
| lr 
(6. 3. 34) 


成 立 , 式 (6. 3. 33) 就 恒 成 立 . 由 式 (6. 3. 34) 得 
[a rl JP i(T i 十 xx') 一 
ay Poi (Tit xxT)— xT 
因为 I 十 xx” 是 正定 矩阵, 且 其 逆 为 
(Ti 二 xx)! =I — xx'/(l+x'x) 


所 以 
[an ar1j 一 aln》 一 X (I 十 xx) 一 Pa > 
oh et A ek 证 毕 
定理 6.22 车 (i= 1,2,…,n) 任意 ,而 ac。( = 2, 3， 
n) 满足 


[a am) = Qnx — Prliy/(l 十 yi'y) (6.3.35) 
则 由 式 (6. 3. 30) 确定 的 HY 满足 Penrose 方程 (Ciii) , 即 
HD = HG 
证 类似 于 定理 6. 21. 证 毕 
定理 6. 23 车 cl ,an (1 一 1,2,." ,7) 满足 
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Tw-! T 

[a 0 airl ,| 一 一 二 Pe | ?一 1 | 

1+xix l+yy 

T Pp-! 
Se | | -1y 
La，， Qm J | nl 1 十 XITx 1 十 yIy 
Qln 一 一 [al es Qi 1 y 
(6. 3. 36) 


则 由 式 (6. 3. 30) 确定 的 百 为 Moore-Perose 首 Ht. 
证 ”由 式 (6.3.31), 式 (6.3.32) 和 式 (6.3.35) 即 可 推 得 
式 (6. 3. 36)， 证 毕 
例 6.8 已 知 一 类 实 下 Hessenberg 矩阵 


h 1 


h™! 六 二 和 h 1 
h” h™i ee Jh? h 
其 中 , 疡 是 任意 实数 , 求 广义 道 矩 阵 HY ,HO 2 ,Hi 和 Hi. 
解 ” 由 式 (6. 3. 23) 和 式 (6. 3. 24) 得 
Zi 三 1， TX? 二 一 用， X33 三 "二 XxX, 二 0 


yr = 1, yr1 =—h, Vd YO 


因为 > hawzs 一 hrzi 十 hrazs 二 0, 所 以 矩阵 五 , 是 奇异 的 . 


又 由 


0 


总 
流 
波 
强 


treo 
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故而 


HB 一 | 一 六 1 0 十 | 0 |[al 


da 0 To a ON | 


0 
其 中 sl ay (1 = 1,2,.. ,7) 可 任意 取 值 ; 
Ah 
l1++ph 
ep 
HY 一 1+h 
一 下 .| 0 


0 
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Qin ,| 三 
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Qln 
|[0 0 —h 1] 
QUm 
其 中 sQm (1 一 1 ,2,.*,n) 可 任意 取 值 ; 
0 
1 0 
—h 1 0 
HW'» 一 。。 ，， 。 十 
—h 1 0 
1 h 
1 二 hh 1+h? 
1 
和 


0 |[aa 和 … aln 
0 

其 中 ,aa,(: 二 1,2,…,n) 可 任意 取 值 ; 
_h 
T 十 天 
_ 1 
1++h 


1 hh 
l1+h 1+h 
对 于 上 Hessenberg 矩阵 有 类 似 的 结果 ,请 读者 自己 推导 . 


ee 
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“七 、 计算 4! 的 和 迭代 方法 


前 面 介绍 的 诸 方法 均 为 直接 方法 ,经 过 有 限 步 运算 后 即 可 求 
得 精确 解 . 但 当 用 计算 机 进行 计算 时 ,由 于 伟人 误差 的 影响 ,所 得 
的 解 总 是 近似 的 , 而 迭代 方法 具有 编程 简单 和 占用 存储 单元 少 的 
优点 ,因此 有 时 更 为 可 取 . 

设 4E C”” ,计算 4 的 迭代 方法 就 是 构造 收敛 于 4! 的 序列 
(XX : 二 0,1,…}. 该 序列 的 收敛 性 由 所 谓 的 残 差 序 列 


R, = Pr — AX; (k= 0,1,.) C6. 3:37) 
或 

R, = Prar) — XA (k=0,1,.…) (6. 3. 38) 
来 确定 .由 


44 一 Pr, 4 A = Prut, = Praan) 
可 见 , 当 KX. — A 时 ,R, 一 O( 或 RR — O). 为 比较 收敛 的 快慢 , 引 
人 下 面 的 定义 . 
定义 6.7 设 A4EC”™", 又 设 (Xi:==0,1,…} 是 收敛 到 A1 
的 序列 . 阁 对 于 和 矩阵 范 数 i 。 上 存在 常数 c > 0, 使 得 残 差 序列 
式 6. 3. 37) (或 式 (6. 3. 38)) 满足 
Ri < elRl? C=0,1,.) 
(或 上 Rn 寺 c|Ril? (k= 0,1,.)) 
则 称 该 迭代 方法 是 p 阶 的 . 
类 似 于 非 奇异 矩阵 的 情形 ,考虑 如 下 和 迭代 手续 . 
(1) 当头 委 对 时 
Ki 一 和 十 CR ， Re 一 PR — AX, 
(k= 0,1,...) (6. 3. 39) 
这 里 X 和 Ci(k = 0,1,…) 是 事先 给 定 的 mXn 答 阵 . 由 于 Pro 通 
常 是 未 知 的 ,要 求 Ci 满足 附加 条 件 
CiProa =C (k=0,1,.) (6. 3. 40) 
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这 样 一 来 CR 一 (人 (PR 一 AX,) = C, (I — AX.,) 
从 而 式 (6. 3. 39) 变 为 
Ki = Xi CZ, Z, = I— AX, 
(k = 0,1,.…) (6. 3. 41) 
(2) 当 入 盖 允 时 
Xi 一 XX + RC, , R, = Prcan) 一 XA 
(k = 0,1,.%) (6. 3. 42) 
其 中 XX 和 CC 二 0,1,…) 事先 给 定 . 同样 假定 
C, 一 PRan) C, 
则 式 (6. 3. 42) 变 为 
Ki = KDC ZZ = I—XA 
(k= 0,1,...) (6. 3. 43) 
区 分 这 两 种 不 同情 形 是 因为 式 (6. 3. 41) 中 乙 是 mm Xm 矩阵 ， 
而 式 (6. 3.43) 中 是 n Xn 和 矩阵 ,所 以 当 m >n 时 ,后 者 比 前 者 更 
可 取 . 以 下 仅 考 虑 m 过 n 的 情形 , 另 一 种 情形 的 讨论 留 给 读者 . 
下 面 定 理 给 出 了 计算 4+ 的 一 阶 和 迭代 方法 . 
定理 6.24 设 0 关 A € CC” ,又 设 
X, = 上 TY A (6. 3. 44) 
其 中 Y。€ C” 取 定 . 如 果 
pCRo) = p(Prcs; — AX,) < 1 (6. 3. 45) 
(这 里 p(R。) 表示 矩阵 Ro 的 谱 半 径 . ) 则 当 训 一 oo 时 ,序列 
Xi = Xi 二 KoZ, Zi; = I—AX, 
(k= 0,1,...) (6. 3. 46) 
收敛 到 4+ , 且 对 应 的 残 差 序列 满足 
[Rl < RN RI C=0,1,.) 
证 取 C 二 Xo(k 二 0,1,…), 由 式 (6. 3.44) 知 
CP rc) 0 X, Pr FE A"Y,A™ Pra, 下 
4 Yo(PkwA4A)E = ANYAF = X=C, 
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即 式 (6. 3. 40) 成 立 , 所 以 
大 1 一 大 十 下 0DP 二 ;十 半 , (I 一 AX;) 一 
大 十 天 (PR — AX,) = X, 二 XoR, 
从 而 
Ri = PR — AXit1 = PR — AX, — AX,R, 一 
R; — AX,R, = Pr R, — AX,R, = 
(Ppa) 一 AX， )R, = RoR, 
故 有 [Rl < | Ro Rl C= 0,1,..) 
又 因为 R; = ROR 1 一 RoR 一 … 一 R (k=0,1,.…) 
由 式 (6. 3. 45) 知 序列 Ri -> O (k > 0o). 下面 进一步 证 明 序 列 X， 
收敛 于 4 .因为 


Xi 一 X, + XR = X, 二 XRY! = 
Xi 十 和 Ro 十 Ro” 一 
XI 十 民 十 展 十 … 十 R81) (k= 二 0,1,…) 
根据 式 (6. 3. 45) 知 
X -> KoIT—R) ! (k-> co) 
记 G = XX,(I 一 Ro。) ,对 等 式 Pr 一 AX = 二 Ri 两 边 取 极 限 得 
Prw—AG=O 
右 弱 和 4 有 
AGA 二 A 
又 从 式 (6. 3. 44) 和 式 (6. 3. 46) 不 难得 到 
Ki = AY A 
其 中 Yu € C”™", 上 式 取 极 限 得 
G 一 4HTA4H 
由 定理 6.13 知 G= A4t. 证 毕 
对 任意 整数 p 宇 2, 计 算 和 41 的 pp 阶 迭代 方法 如 下 . 
定理 6.25 条 件 如 同 定理 6. 24. 则 当 有 -> co 时 ,序列 
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Xin 一 (CT 十 及 十 下 十 … 十 ZI)， 忆 一 工 一 4 大 
(k= 0,1,..) (6. 3. 47) 
收敛 到 41+ , 且 对 应 的 残 差 序列 满足 
[Rl < RN? C=0,1,..) (6. 3. 48) 
证 ”在 式 (6. 3. 41) 中 取 
Ce = X(T+Z + + Ze) 
即 得 式 (6. 3. 47). 由 式 (6. 3. 44) 和 式 (6. 3. 47) 可 推 知 式 (6. 3. 40) 
成 立 , 所 以 
i 一 大 (CT 十 机 十 疏 十 … 十 及 后 ) (k= 0,1,.…) 


(6. 3. 49) 
由 此 得 
Ri = PR — AX,! = 
Pr — AX, (T+ R; 二 +… + RF!) = 
R, 一 AX, (R, + R? + ». + RE!) 
(k= 0,1,.…) (6. 3. 50) 
有 反复 利用 


Ri — AX Ri = Pr Ri — AXRi = RR! 一 Rit 
(y=1,.,p—1) 
可 将 式 (6. 3. 50) 变 为 
Rin = Rt (k=0,1,...) 
从 而 式 (6. 3. 48) 成 立 . 其 余 证 明 类 似 于 定理 6. 24. 证 毕 
可 以 证 明 ( 见 参考 文献 [31]) ,如 果 取 相同 的 初始 近似 XX,, 则 
用 p 阶 和 迭代 方法 在 第 j 步 算得 的 近似 和 ,需要 一 阶 和 迭代 方法 计算 
Pp’ 一 1 步 才能 达到 . 因此 ,高 阶 迁 代 方法 有 较 快 的 收敛 速度 ,但 每 
一 步 要 花费 更 多 的 计算 . 在 实际 中 常 使 用 p = 2 的 迭代 格式 , 即 
Ki = KT+B) = X22I— AX,) (k= 0,1,...) 
(6. 3. 51) 
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该 格式 每 一 步 的 计算 量 与 一 阶 迭 代 方 法 差不多 ,但 它 是 二 阶 收 
敛 的 . 
在 迭代 格式 式 (6. 3. 46) 和 式 (6. 3. 47) 中 ,经 常 选取 初始 近似 
X。 为 
X,。 = BA (6. 3. 52) 
(在 式 (6. 3. 44) 中 取 Y = 6(C48)0 即 可 得 到 ) ,其 中 8 是 实数 . 下 面 
讨论 8 的 取 值 范围 ,使 得 式 (6. 3. 45) 成 立 . 因为 
R, = Pero) —BAA" 
是 Hermite 矩阵 ,注意 到 对 任意 x E NC4H) = RL (4) ,等 式 
Rox = (Ph — BAA)x=0 
成 立 , 而 对 任意 x € R(A) = R (44H#) 有 
Rox=x—BAA"x= (I— PAA)x 
所 以 R。 的 特征 值 为 0 或 1 一 81,(448)(: 二 1，2，…，,r) ,这 里 
A1(A4") 宇 A2(441) 宇 … 宇 4,(441)>0 
是 矩阵 44 “的 非 零 特征 值 .如果 
1 1 一 8 (448) |<1 (i=1,2,.,r) (6.3.53) 
就 有 pC(R。) 二 1. 由 式 (6. 3.53) 即 得 8 的 取 值 范围 


0 二 8 二 (6. 3. 54) 


2 
A1(AA™) 
当 取 X。 一 848 且 满 足 式 (6. 3.54) 时 ,迭代 格式 式 (6. 3.46) 和 
式 (6. 3.47) 均 收 化， 
特别 地 , 若 取 XX。 二 848 时 ,迭代 格式 式 (6. 3. 46) 可 改写 为 
Xi = Xi t+BA I—AX:) 一 (一 84H4)X 十 848 一 


一 > 一 84H4)I4AE (k=0,1,..) 
而 当 式 (6. 3. 54) 成 立时 ,上 式 取 极限 得 


At= BO (I—BAMA)'AN (6:3. 55) 


7 一 0 
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式 (6. 3. 55) 称 为 4+ 的 Neumann 展 式 . 
习 题 6.3 


1. 证 明 每 个 方 隆 有 非 奇 异 的 (1)- 首 . 

2. 非 育 异 矩 阵 4 的 Hermite 标准 形 是 什么 ?矩阵 8 与 4 的 关系 如 何 ? 置 
换 和 矩阵 了 是 什么 矩阵 ?由 式 (6. 3. 3) 给 出 的 牙 是 什么 ? 

3. 已 知 矩 阵 


OO 
OO OO 


1 1 
1 0 
0 0 
0 0 1 
(1) 求 和 4 的 Hermate 标 准 形 ,利用 式 (6.3. 3) 求 4 的 (1}- 关 和 {1,2)- 首 ; 
(2) 构造 4 的 满 秩 分 解 ,利用 定理 6.15 之 (5) 求 4+; 

《3) 利用 Zlobec 公式 (6. 3. 6) 计算 4+ 

《4) 利用 Grevllle 方法 计算 4 ; 

《5) 利用 定理 6. 18 计算 402 4602340290 和 4+3 

(6) 矩阵 4 是 上 Hessenberg 矩阵 , 根据 式 (6.3.23)、 式 (6. 3. 24) 、 


式 (6. 3. 30) 和 式 (6. 3. 36) 计算 4+. 
$6.4 广义 逆 和 矩阵 与 线性 方程 组 的 求解 


考虑 非 齐 次 线性 方程 组 
Ax=b (6. 4. 1) 

其 中 A EC”™,b € C”" 给 定 ,而 x € Cr" 为 待定 向 量 . 如果 存 在 向 量 
x 使 方程 组 (6.4.1) 成 立 , 则 称 方程 组 相 容 ,否则 称 为 不 相 容 或 矛 
盾 方 程 组 . 

关于 线性 方程 组 的 求解 问题 ,常见 的 有 以 下 几 种 情形 ; 

(1) 方程 组 (6. 4. 1) 相 容 的 条 件 是 什么 ?在 相 容 时 求 出 其 通 解 
(车 解 不 唯一 的 话 ). 
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(2) 如 果 方 程 组 (6. 4. 1) 相 容 ,其 解 可 能 有 无 穷 多 个 , 求 出 具 
有 极 小 范 数 的 解 , 即 
min x 中 (6. 4. 2) 


其 中 由。 上 是 欧 氏 范 数 . 可 以 证 明 , 满 足 该 条 件 的 解 是 唯一 的 , 称 
之 为 极 小 范 数 解 . 
(3) 如 果 方 程 组 (6. 4. 1) 不 相 容 , 则 不 存在 通常 意义 下 的 解 . 
但 在 许多 实际 问题 中 ,需要 求 出 极 值 问 题 
| (6. 4. 3) 


的 解 x, 其 中 。| 是 欧 氏 范 数 称 这 个 极 值 问 题 为 求 矛 盾 方程 组 
的 最 小 二 乘 问题 ,相应 的 x 称 为 矛盾 方程 组 的 最 小 二 乘 解 . 

(4) 一 般 说 来 ,矛盾 方程 组 的 最 小 二 乘 解 是 不 唯一 的 . 但 在 最 
少 一 乘 解 的 集合 中 ,具有 极 小 范 数 的 角 

in xll (6. 4. 4) 

是 唯一 的 , 称 之 为 极 小 范 数 最 小 二 乘 解 . 

广义 逆 和 矩阵 与 线性 方程 组 的 求解 有 着 极为 密切 的 关系 . 利用 
广义 逆 和 矩阵 可 以 给 出 上 述 诸 问 题 的 解 ,反之 ,由 线性 方程 组 的 解 又 
可 以 确定 广义 道 矩阵 . 


一 、 线 性 方程 组 的 相 容 性 、 通 解 与 广义 {1}- 道 


对 于 线性 方程 组 (6. 4. 1) , 若 系 数 和 矩阵 和 A 非 奇 异 , 则 x = 和 -1b 
就 是 唯一 的 解 .但 当 4 是 奇异 方 阵 或 长 方 矩 阵 时 , 它 的 逆 不 存在 或 
无 意义 ,那么 自然 会 考虑 是 否 可 以 用 广义 道 和 矩阵 求 方程 组 的 解 . 
对 这 个 问题 的 回答 是 肯定 的 , 稍 后 将 会 发 现 4 的 {1}- 逆 起 着 类 似 
于 非 奇异 矩阵 之 逆 的 作用 . 首先 证 明 更 一 般 的 结果 ，. 

定理 6.26 设 AEC”™,B EC™”,D EC， 则 和 矩阵 方程 


AXB=D (6. 4. 5) 
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相 容 的 充 要 条 件 是 
440 DB 一 也 (6. 4. 6) 


其 中 4 E 4(1) ,BE B(1}9. 当 方 程 (6.4.5) 相 容 时 , 其 通 
解 为 


丰 一 A DB 十 Y— A'"AYBB'» (6. 4. 7) 


这 里 Y € Ce22? 任意 . 
证 ” 若 条 件 式 (6.4.6) 成 立 , 显 然 和 二 4DB' 就 是 方程 
(6. 4. 5) 的 解 .反之 , 设 宗 是 方程 (6.4.5) 的 任意 解 , 则 有 
D = AXB = AA‘AXBB'"B = AA‘"DBB 
当 方 程 (6. 4. 5) 相 容 时 ,容易 验证 式 (6. 4.7) 是 它 的 解 . 另外， 
设 寂 是 方程 (6.4. 5) 的 任意 解 , 则 
X= AVDBD +X—AVAXBB' 
可 见 它 可 以 写成 式 (6. 4.7) 的 形式 ,因而 是 方程 (6. 4. 5) 的 通 解 . 
证 毕 
由 定理 6.26 可 以 推 得 {1}- 逆 A{1} 的 通 式 , 即 由 A{l} 中 的 任 
意 一 个 元 素 表 出 该 集合 的 所 有 元 素 . 
推论 设 A EC™,A € A{l1}, 则 
A{1l} = {40 十 2 一 404Z440 | ZE CY") (6. 4. 8) 
证 ”在 定理 6.26 中 取 B=D 一 4, 即 得 AXA 一 4 的 通 解 为 
X= AVAADW 十 了 一 4D4YA4AG ,YE CXm 
再 令 Y = 4 十 Z, 即 得 式 (6. 4. 8). 证 毕 


由 定理 6. 26 可 以 得 到 以 下 定理 . 
定理 6.27 线性 方程 组 (6. 4. 1) 相 容 的 充 要 条 件 是 


@ 有 些 书 中 将 A{1} 中 的 任意 一 个 固定 广义 送气 阵 4 志 为 4 ， 


Re 
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AA‘*b=b (6. 4.9) 
且 其 通 解 为 
xX 二 A‘*b 十 (I—A'VA)y (6.4.10) 


其 中 y € C 任意 . 

注意 (1) 由 线性 代数 的 知识 , 相 容 方程 组 (6. 4. 1) 的 通 解 
可 表 为 

X=xXoz (zz €E NG(A)) 

其 中 x 是 特 解 . 由 式 (6. 4.10) 可见 , 取 定 A 后 ,Ab 正 是 该 方程 
组 的 特 解 , 而 任意 的 (I 一 A A)y €E N(4) 是 Ax = 0 的 通 解 . 

(2) 由 式 (6. 4.9) 可 推 得 ,方程 组 (6.4. 1) 相 容 的 充 要 条 件 是 
b € R(A)( 这 也 可 由 相 容 性 直接 推出 ). 

例 6.9 取 例 6.4 的 矩阵 4 和 
14 十 5j 
b= | 一 15 十 3j 
10 一 15) 


求解 线性 方程 组 hx = b. 
解 。” 由 例 6.4 得 4 的 一 个 {1}- 道 为 


0 0 0 

-i 0 0 

ry 0 0 
1 

0 > 0 

0 0 0 

0 0 0 


容易 验证 44““b 二 b, 所 以 方程 组 Ax 一 b 相 容 , 且 其 通 解 为 
r=AVb+I—AVA)y= 
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号 -9 lo 0 -二 o -1+2 4 ||s 
0 |+Il00 1 0 0 6 
| | 
0 00 0 0 1 4 
0 00 0 0 0 8 


其 中 6 名 6 和 C 任意 . 

式 (6. 4. 10) 表明 ,利用 某 个 {1}- 逆 就 可 以 解决 相 容 方程 组 的 
求解 问题 . 反之 ,利用 相 容 方程 组 的 解 ,也 可 以 给 出 (1)- 逆 . 

定理 6.28 设 4EC”,5EC",XEC". 若 对 于 使 得 方程 
组 (6. 4. 1) 相 容 的 所 有 b,x 二 Xb 都 有 解 , 则 和 E A{1). 

证 记 a 为 4 的 第 ) 列 , 则 方程 组 

Ax 一 di 
相 容 . 由 于 x 二 Xa, 是 方程 组 的 解 , 即 
AXa, =a, (= 1,2,..,n) 

从 而 AXA 一 从 证 毕 


二 、 相 容 线性 方程 组 的 极 小 范 数 解 与 广义 {1,4}- 逆 


引 理 6 相 容 方程 组 (6. 4. 1) 的 极 小 范 数 解 唯一 , 且 这 个 唯一 
解 在 RC4A8) 中 ， 

证 ” 设 Ax = 二 了 的 极 小 范 数 解 为 xo. 先 证 xz ER ). 反 证 . 
茶 Xo 和 包 玉 (4 ), 则 由 

C" = R(A®) DR+ (MF) 一 RCA) DN(A) 

知 

Xo = 二 Ty yy ER(A'), yy EN(A)Hy 0 
于 是 x = | yl yl ?> | yl? 
而 b= 4x 一 4yo 十 4yi = Ay, 


Dee 
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这 与 xo。 是 4x = b 的 极 小 范 数 解 巴 盾 . 
再 证 唯一 性 . 若 还 有 yo 入 RRCA45) 且 4y。 = b, 则 
A(xo — yy) = Ax,。— Ay,。 一 10 
好 xo my E N(A) = R+ (Ca) 又 xzo 一 入 Ra)， 故 
xo— yy €E RC(AB) NM Ri (AF) 
即 x, = y,. 证 毕 
引 理 7 集合 A{1,4} 由 和 矩阵 方程 
XA 一 4404 (6. 4. 11) 
的 所 有 解 关 组 成 ,其 中 A? E A{1,4}. 
证 ”和 若 天 满足 方程 (6.4. 11), 则 
AXA 一 44404 一 4 
(XA ) 晶 2 (A1' 2 A) 2 A DA a XA 
所 以 XE A{l,4) 
反之 , 匣 和 GE A{1,4}, 则 有 
904 一 40404XA = (A VAI XA) 一 
4AH(A4AGD HAHEXH 一 (44404A)8XH 一 
A"X" = (XA)" = XA 证 毕 
此 引 理 表明 ,对 任意 外 EE A{1,4}) ,XA 是 一 个 不 变量 . 由 定理 
6. 26 和 方程 (6. 4. 11) ,可 得 A{1,4} 的 通 式 . 
定理 6.29 设 4EC22 44 E A({1,4}, 则 
A{1,4} = (440 十 ZTE 一 4440) |Z EC™"} 
(6. 4. 12) 
证 ”方程 (6. 4. 11) 的 通 解 为 
万 2 1 A 1 十 Y 了 一 YAA‘''? 、 YY EE CX™ 
令 了 一 449 十 Z, 即 得 式 (6. 4. 12). 证 毕 
下 面 定理 建立 了 方程 组 (6.4. 1) 的 极 小 范 数 解 与 4 的 {1,4}- 


@ 有 些 作者 将 A{1,4} 中 任意 一 个 固定 的 广义 道 撼 阵 49, 记 为 4 
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逆 之 间 的 关系 ， 
定理 6.30 设 方 程 组 (6. 4.1) 相 容 , 则 
x 一 400 
是 极 小 范 数 解 , 其 中 4 EA{1,4)}. 反 之, 设 夺 EC , 若 对 所 有 
bE RIA),x = Xb 是 方程 组 (6.4.1) 的 极 小 范 数 解 ， 则 
XE A{1l,4). 

证 若 4x 二 b 相 容 ,; 则 bE R(A). 由 式 (6.4.10) 知 , 对 任意 
A € A(l,4},x 二 4A?b 都 是 解 . 由 € RC(4) 推 得 , 存在 
u EC" ,使 得 b= 二 Au, 所 以 

A 二 = 047 Se (A A PE AH(CAGD HR 让 R(A) 
根据 引 理 6,x = 44.25 是 方程 组 (6. 4. 1) 的 唯一 极 小 范 数 解 . 

反之 , 行 对 所 有 5 € R(A) ,x 二 ob 都 是 方程 组 (6. 4. 1) 的 极 小 

范 数 解 , 则 有 
Xb 一 44905 (440 € A{l,4}) 
依次 取 b 为 A 的 各 列 得 


XA 一 4 
由 引 理 7 知 ,XX € A{1,4}. 证 毕 
三 、 了 矛盾 方 程 组 的 最 小 二 乘 解 与 广义 {1,3}- 逆 
先 研 究 {1,3}- 逆 的 性 质 . 
引 理 8 设 4E C™” ,集合 A{1,3} 由 矩阵 方程 
AX = AA''» (6. 4. 13) 
的 所 有 人 解 生 组 成 ,其 中 4? E 4A{1,3)9. 
证 ”与 引 理 7 的 证 明 类 似 . 证 毕 


定理 6.31 设 4EC, 4032 € A{1,3}, 则 


@ 有 的 书 中 将 A{1,3} 中 任意 一 个 固定 的 广义 逆 矩 阵 40 3 志 为 47， 
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A{1,3) Sa {A'» 十 (了 一 4 4A)Z | ZC CX™} 
(6. 4. 14) 
证 ”由 定理 6. 26 知 ,方程 (6. 4.13) 的 通 解 为 
bp 二 AAD 13) 十 了 一 上 4432 4 ， Y € Cm 
邻 了 7Y 一 4432 十 Z (ZE CY"m), 由 引 理 8 即 得 式 (6. 4. 14)， 证 毕 
符 方 程 组 (6. 4. 1) 不 相 容 ,经 常 需要 求 它 的 最 小 二 乘 解 . 利用 
{1,3}- 逆 , 可 以 把 最 小 二 乘 解 显 式 表 出 . 
定理 6.32 设 4a4E CECrA4A43 CA{1,3}, 则 
YY 一 4450 (6. 4. 15) 
是 方程 组 (6. 4. 1) 的 最 小 二 乘 解 .反之 , 设 玩 EC”" ,车 对 所 有 bE 
C”,x 二 Xb 都 是 方程 组 (6. 4. 1) 的 最 小 二 乘 解 , 则 久 € A{1,3}. 
证 ”因为 
hx —b = (4x 一 PR) + (Pr bb) 
而 hx — Pr b € R(A), Pro b—b =— (I— Pr )b=—Priwb €E 
R+ (4), 所 以 
Ax—bll:= |Ax—Prawbl’:+ | Prawb—bl? 
(6. 4. 16) 
其 中 由， | 是 欧 氏 范 数 . 显然 , 式 (6.4.16) 取得 极 小 值 的 充 要 条 
件 是 
Ax = Prub (6. 4. 17) 
任 取 4 ”6E 4A{11,3} ,根据 定理 6.5 之 (6) 知 
R(C4442 ) = R(A) 
N(44435 ) = NICC4442)E) = NGCAG35 )a4H) 一 
N(A) = RI (4) 
所 以 44… ”一 Prcw. 故 当 x = 二 和 41'?3b 时， 
hx = AA''»b = PR 
即 式 (6. 4. 17) 成 立 . 反之 , 车 对 所 有 bE C",x 二 6 满足 式 
(6.4.17), 即 
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Axb = Pr b 
则 有 4X = Po， 容易 推 得 和 E A{1,3). 证 毕 
一 般 地 说 , 最 小 二 乘 解 不 是 唯一 的 ,因为 若 x。 满足 式 
(6.4.3), 则 xo 十 y (y €E NC(4)) 也 满足 式 (6.4.3). 仅 当 4 为 列 满 
秩 时 (这 在 统计 应 用 中 经 常 遇 到 ) ,最 小 二 乘 解 才 是 唯一 的 ,因为 这 
时 NG4) = {0}, 且 由 定理 6.5 之 (7) 知 4424 = 了 ,从 而 A{1,3} 
只 含 一 个 元 素 ( 由 式 (6. 4. 14)). 
由 定理 6. 32 的 证 明 可 得 如 下 推论 . 
推论 x 是 方程 组 (6. 4. 1) 的 最 小 二 乘 解 的 充 要 条 件 是 ,zx 为 
AAAx 一 458 (6. 4. 18) 
的 解 . 
证 ”因为 
b = PR 十 (了 一 Prca,)b = Pr bt Pratb 
而 由 式 (6. 4.17) 知 ,x 是 方程 组 (6.4. 1) 的 最 小 二 乘 解 的 充 要 条 


件 是 
4x —b = Ax— (Prcabt Prar)b) =— Pua),b € N(AN) 
所 以 ANC(Ax 一 b) 一 0. 证 毕 


方程 组 (6. 4. 18) 称 为 矛盾 方程 组 (6.4. 1) 的 法 方程 组 (或 正 
规 方程 组 ). 


四 、 矛 盾 方 程 组 的 极 小 范 数 最 小 二 乘 解 与 广义 逆 矩 阵 4+ 


虽然 最 小 二 乘 解 一 般 不 唯一 ,但 是 极 小 范 数 最 小 二 乘 解 却 是 
唯一 的 ,并 且 它 可 由 Moore-Penrose 道 4+ 表 出 . 

定理 6.33 设 AEC” ,bE C", 则 x = 二 A4+ bb 是 方程 组 
(6. 4. 1) 的 唯一 极 小 范 数 最 小 二 乘 解 .反之 , 设 筠 EC, 若 对 所 
有 bEC”",x 二 Xp 是 方程 组 (6.4.1) 的 极 小 范 数 最 小 二 乘 解 , 则 
X= 4+， 

证 取 4 ”6EA4(1,3) ,由 定理 6. 32 的 证 明和 式 (6.4. 17) 
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知 ,方程 组 (6. 4. 1) 的 最 小 二 乘 解 是 
Ax 一 4443)5 (6. 4. 19) 

的 解 ,因而 方程 组 (6.4.1) 的 极 小 范 数 最 小 二 乘 解 就 是 方程 组 
(6.4.19) 的 极 小 范 数 解 . 由 定理 6. 30 和 定理 6.9 得 ,方程 组 
(6. 4. 19) 的 唯一 极 小 范 数 解 是 

x= A AAAIpo A+p 
反之 , 若 对 所 有 8 E C” ,x = Xb 是 方程 组 (6.4.1) 的 极 小 范 数 
最 小 二 乘 解 , 则 有 
Xb=Aib 
从 而 天 一 4+. 证 毕 
需要 指出 的 是 , 若 方程 组 (6. 4. 1) 相 容 , 则 最 小 二 乘 解 与 一 般 
意义 下 的 解 一 致 , 而 极 小 范 数 最 小 二 乘 解 与 极 小 范 数 解 一 致 . 

” 例 6.10 取 例 6.4 的 矩阵 4 和 
3 
1 
1 
求 方 程 组 (6. 4. 1) 的 极 小 范 数 最 小 二 乘 解 . 

解 由 例 6.5 的 结果 知 , 方 程 组 (6. 4.1) 的 极 小 范 数 最 小 二 
乘 解 为 


b= 


0 
26 — 36] 
es 13 一 18) 
87/4| 一 55 一 9j 
= 2 2 
一 46 十 59] 


五 、 和 矩阵 方程 AXB = D 的 极 小 范 数 最 小 二 乘 解 
定理 6. 33 的 结果 可 以 推广 到 抢 阵 方程 (6.4.5) 的 情形 . 设 矩 


。344 。 矩 阵 论 


阵 范 数 为 


a1: = So (6. 4. 20) 
又 设 vec(4) 是 将 矩阵 4 按 行 拉 直 所 得 的 列 向 量 , 即 


vec(A) 一 (ai yalsyailweyGo ye ym yeyQ )T 
(6. 4. 21) 
显然 矩阵 4 的 范 数 式 (6. 4. 20) 等 于 对 应 向 量 vec(4) 的 欧 氏 范 数 . 
利用 $ 5. 4 的 第 二 段 所 论 矩 阵 的 直 积 和 拉 直 的 关系 ,可 将 矩阵 方 
程 (6. 4. 5) 化 为 线性 方程 组 

(A © BT) vec(X) = vec(D) (6. 4. 22) 

因而 有 以 下 定理 . 
定理 6.34 若 和 矩阵 方程 (6. 4. 5) 不 相 容 , 则 它 的 极 小 范 数 最 

小 二 乘 解 , 即 满足 


min 省 闫 | 
min | AXB—D | 


的 唯一 解 为 
X= At DB+ 
证 ”根据 定理 6. 33 并 利用 习题 6. 2 中 第 14 题 的 结果 知 , 线 
性 方程 组 (6. 4. 22) 的 唯一 极 小 范 数 最 小 二 乘 解 为 
vec(X) = (A BT)+ vec(D) = (4+Q (B+)T) veeD) 
从 而 矩阵 方程 (6.4. 5) 的 极 小 范 数 最 小 二 乘 解 为 
X= At DB+ 证 毕 
当 取 B 和 DD 为 单位 矩阵 时 ,和 一 4+, 它 给 出 了 单位 矩阵 了 写成 
AX 形式 的 范 数 最 小 的 最 佳 平方 逼近 , 由 此 看 来 ,广义 逆 和 矩阵 还 有 
达 近 论 的 含义 . 
习 题 6.4 
1. 证 明 向 量 x 是 方程 组 4x = 5 的 最 小 二 乘 解 的 充 要 条 件 是 ,存在 向 量 y 


第 6 章 广义 逆 窍 阵 ”345 。 


使 得 向 量 | ”| 为 


的 解 . 
2, 设 A € C2, 列 问 量 b ;b;， "bs 各 C” .证 明 问 量 x 使 得 
min > ， [Ax—b|? 


EC tt 二] 


成 立 的 充 要 条 件 是 ,x 为 方程 


的 最 小 二 乘 解 . 
3. 设 4 E Cn , 列 向 量 EC = 二 1,，2,，…,k). 证 明 向 量 x 使 得 
mn > ， | A,x—b,|? 


YECn :一 1 


成 立 的 充 要 条 件 是 ,x 为 方程 


( > ,AHA， )z = > AHB， 
的 解 . 
4. 设 4E CE Ca: 是 正 实数 ,证 明 满 足 


mm{(i Ax—bl’?+a lxi’} 
xzE Cr 


的 x 为 
x= (ArA+aD AD 
提示 :利用 习题 3. 
5. 设 AE CC ,bE€ C",a € C'. 若 方程 组 hx ==b 相 容 , 证 明 ; 使 得 
min ix—al 
成 立 的 唯一 解 是 
一 4098 十 (一 4004)a 

其 中 A € A({1,4}. 

6. 取 习 题 6.3 第 3 题 的 矩阵 A, 问 : 

(1) 当 b = 二 (1,1,1,1)” 时 ,方程 组 hx = b 是 否 相 容 ” 
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(2) 当 b 二 (1,0,1,0)" 时 ,方程 组 hx 二 b 是 否 相 容 ? 7 
者 方程 组 相 容 , 求 其 通 解 和 极 小 范 数 解 ;车 方程 组 不 相 容 , 求 其 极 小 范 数 最 小 
二 乘 解 . 


“8 6.5 约束 广义 逆 和 加 权 广 义 逆 


前 面 几 节 介 绍 的 均 为 Penrose 的 广义 逆 , 但 广义 闭 矩 阵 并 不 
限于 此 .本 节 和 下 节 从 两 方面 推广 之 . 一 种 推广 是 在 Penrose 方程 
(ij) ~ (1v) 的 基础 上 再 附加 蜀 的 条 件 , 由 此 引出 受 约束 的 广义 逆 和 
Drazin 逆 等 概念 ; 另 一 种 推广 方式 是 采用 更 宽 的 一 类 椭圆 范 数 作 
为 向 量 的 度量 ,从 而 得 到 加 权 广 义 送 . 


设 4AE C ,EC",S 是 C" 的 子 空间 .考虑 受 约束 的 方程 组 
Ax=b (xE€S) (6. 5. 1) 
解决 该 间 题 可 采用 如 下 两 种 方法 :一 种 处 理 方 法 是 将 约束 方程 组 
(6. 5.1) 化 为 更 高 阶 的 “无 约束 ”方程 组 
le] ere, 
求解 (见习 题 6.5 第 1 题 ) ,而 这 一 方程 组 的 求解 问题 前 面 已 经 解 
决 . 另 一 种 处 理 方 法 不 增加 原 方程 组 的 阶 数 ,但 附加 一 些 约束 ,这 
在 原 方程 组 阶 数 很 高 时 更 为 可 取 . 首先 给 出 如 下 引 理 . 
引 理 9 约束 方程 组 (6. 5. 1) 相 容 的 充 要 条 件 是 ,方程 组 
4Psz 一 六 (6. 5. 2) 
相 容 ; 当 约 束 方程 组 (6. 5.1) 相 容 时 ,x 是 它 的 解 的 充 要 条 件 是 
X = Poz (6. 5. 3) 
其 中 z 是 方程 组 (6. 5. 2) 的 解 . 
证 ”车 约 束 方程 组 (6. 5.1) 相 容 且 x CE S 是 解 , 则 x 满足 


i es ee EB 
“ i Sm OCP pe 
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APx 一 4 一 六 
反之 ,车 方程 组 (6. 5 2 相 容 和 且 z 是 其 解 ;显然 x = Psz 是 约束 方程 
组 (6. 5. 1) 的 解 ， 证 毕 
由 此 引 理 和 前 一 节 的 结果 知 , 约 束 方程 组 (6. 5.1) 的 通 解 为 
x = Ps(APs)' b+Ps (I— (APs) APs)y = 
Ps (MAPs)'?b+ (I— Ps(APs)' VA)Psy 
其 中 (4hPs)'? E (APs)(1},y € C’ 任意 . 
从 上 式 可 见 ,在 约束 问题 中 ,Ps (APs) 的 作用 类 似 于 4A” 在 
无 约束 问题 中 所 起 的 作用 ,对 此 作 如 下 定义 . 
定义 6.8 设 AEC”™,S 是 C 的 子 空间 , 称 
Ps (APos) 
为 4 的 S$S -约束 {i， j， ,1)- 逆 ， 其 中 CAP » € (AP,)1{i, 
7 
由 引 理 9 和 上 面 的 推导 有 以 下 定理 . 
定理 6.35 约束 方程 组 (6. 5.1) 相 容 的 充 要 条 件 是 
AXb =b (6. 5. 4) 
其 中 半 是 4 的 任 一 个 S -约束 {1})- 逆 . 当 约 柬 方程 组 (6. 5. 1) 相 容 
时 ,其 通 解 为 
x 二 Xb 十 (I 一 XA)z (6. 5. 5) 
这 里 z € S 任意 . 
下 面 一 些 结果 可 由 引 理 9, 定理 6. 30,6. 32 及 6.33 推 得 (证 明 
留 给 读者 ). 
定理 6.36 对 于 使 得 约束 方程 组 (6. 5.1) 相 容 的 任意 b € 
C” ,x 二 Xp 为 约束 方程 组 (6. 5.1) 的 极 小 范 数 解 的 充 要 条 件 是 
XX 二 Ps(4P:)00 , 即 天 为 4 的 任 一 个 S -约束 (1,4)- 逆 . 
定理 6.37 车 约束 方程 组 (6. 5. 1) 不 相 容 , 则 对 任意 b E C”， 
x 二 XpES, 使 Ax 一 5b 在 S 中 为 最 小 的 充 要 条 件 是 XX = 
Ps:(4P。)42 , 即 X 是 4 的 任 一 个 S - 约束 {1,3)- 逆 . 
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定理 6.38 对 任意 bE€ C”,x == 为 约束 方程 组 (6. 5. 1) 的 
极 小 范 数 最 小 二 乘 解 的 充 要 条 件 是 里 = Ps(C4P。)+, 即 和 是 4 的 
S- 约束 Moore-Penrose 道 . 

如 果子 空间 S 的 基 已 知 , 则 可 求 出 Ps, 因 此 计算 约束 广义 道 


不 存在 什么 原则 上 的 困难 . 
例 6.11 已 知 R 的 子 空间 S 由 向 量 w = (1,1,1)7 张 成 , 计 
算 矩 阵 
1 2 0 
人 | 1 | 
的 S- 约束 Moore-Penrose 着 ， 
解 ”由 式 (6. 1. 6) 
1 1 1 
Ps = a(a"'a) -oa = | 1 | 
1 1 1 
1 l 
从 而 人 号 | 2 ,|= ao 
上 式 右 端 是 4Ps 的 满 秩 分 解 .由 定理 6. 15 之 (5) 得 
3 2 
CAPs)+ 一 二 |3 | 
3 沟 


故 A 的 S -约束 Moore-Penrose 遂 为 
3 
3 


1 1 1 2 2 

+ 一 1 1 a 
Ps (APs)+— = | 1 2 
11I 8 2 3 2 


二 、 加 权 广 义 逆 
在 实际 应 用 中 ,人 们 经 常 使 用 欧 氏 范 数 作为 向 量 长 度 的 度量 ， 
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但 有 时 也 给 出 不 同 的 “ 权 ” 以 适应 不 同 的 需要 ;例如 ,对 w = (ai， 
U2, a) EE 取 


n 
2 2 
lals= Zk.l|al =arAo 
:二 1 


作为 范 数 , 其 中 A 和 == diag( ks, yk) sk, 计 0 (4 二 1,2,…,n). 
更 为 一 般 的 是 以 
lellx = arNa (6. 5. 6) 
作为 范 数 ( 即 向 量 的 椭圆 范 数 ) ,其 中 N 是 正定 矩阵 . 从 而 导致 如 
下 的 求解 问题 : 
(1) 当 方 程 组 4x = b 相 容 时 , 求 它 的 极 小 上 。|| x 范 数 解 , 即 
min | xx 
其 中 N 是 正定 矩阵 . 
(2) 当 方 程 组 Ax ==b 不 相 容 时 , 求 它 的 广义 最 小 二 乘 解 问题 ， 
即 
min| Ax—blly 
xEC” 
其 中 M 是 正定 矩阵 . 
(3) 求 庆 盾 方 程 组 4x 一 的 极 小 上 。|| x 范 数 广义 最 小 二 乘 
解 , 即 
I 和 
这 样 一 些 加 权 问 题 可 以 通过 所 谓 的 “加 权 广 义 首 ”来 解决 .下 
面 将 会 看 到 ,研究 “< 加权 广 义 逆 ”也 不 存在 什么 新 的 困难 ,因为 总 
可 以 通过 一 些 简单 的 变换 把 “加 权 ” 问 题 变 为 “不 加 权 ” 问 题 . 
已 经 知道 ,正定 矩阵 H 可 以 进行 Cholesky 分 解 
H = GiGh 
其 中 Gs 是 非 奇异 上 三 角 和 矩阵 ( 见 8$ 4.1). 将 正定 矩阵 M 和 NN 进行 
Cholesky 分 解 
M= GyGu, N= GNGy (6. 5.7) 
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引入 变换 
A=GyAGN, X= Grnxr, b= Gb (6. 5. 8) 
容易 验证 
| ax 一 加 lw 一 | Ax—bl (6. 5. 9) 
xjly= | x (6. 5. 10) 
从 而 有 如 下 结果 . 


定理 6.39 设 AEC" ,bpEC”, 又 设 ME CP" 和 N € C™” 
均 为 正定 矩阵 . 若 羡 E C™” 满足 
AXA = A, (MAX) = MAX (6. 5. 11) 
则 x 王 28 使 得 ‖ 4x 一 bv 为 最 小 .反之 , 设 半 EC”", 若 对 所 有 
bEC”",x 二 Xb 使 得 i Ax 一 bv 为 最 小 , 则 美满 足 式 (6. 5.11). 
证 ”由 式 (6. 5.8), 式 (6. 5.9) 和 定理 6.32 知 , 当 x* 王 到 时 ， 
1 4x 一 ?1 == | 4x 一 bv 为 最 小 ,其 中 Y 满足 
AYA =A, (AY) = AY (6. 5. 12) 
反之 , 设 YE C*™", 若 对 所 有 bE C”,x 二 Yb 使 得 Ax 一 bm 
为 最 小 , 则 YY 满足 式 (6.5.12). 记 
X=GNHYGv， 即 Y= GvXG» (6. 5. 13) 
由 式 (6. 5. 8) 和 式 (6. 5. 12) 容易 验证 
x=YbSOx=M0 
AYA 一 4 全 4AXA 一 4 


(AY)F = AY © (MAX)H = MAX 证 毕 
称 满足 式 (6.5.12) 的 和 矩阵 < 寂 为 4 的 加 权 {1,3}- 逆 , 记 为 


pt 
以 下 两 个 定理 的 证 明 与 上 一 定理 类 似 . 
定理 6.40 设 AEC” ,bEC”, 又 设 NEC” 是 正定 矩阵 . 
如 果 方 程 组 hx = b 相 容 , 则 使 得 | x | x 为 最 小 的 唯一 解 x 是 
x = Xb 
其 中 满足 
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AXA = A, (NXA) = NXA (6. 5. 14) 
反之 , 设 关 E C™”, 若 对 所 有 bE R(4),x = 二 Xb 使 得 上 x 为 最 
小 , 则 闫 满足 式 (6. 5. 14). 
称 满足 式 (6.5.14) 的 矩阵 天 为 4 的 加 权 {1;,4}- 遂 , 记 为 
着 N 
定理 6.41 设 AEC”,pEC", 又 设 ME Cr 和 NE Ceo 
是 正定 矩阵 . 则 x 二 Xb 使 


min ||xillw (6. 5. 15) 
Ax~bll 
成 立 , 其 中 六 满足 
AXA 二 A， XAX 二 关 
[om 一 MAX (6. 5. 16) 
(NXA)™ = NXA 


反之 , 设 X 和 C“ ,和 若 对 所 有 b 本 C”,x= Xb 使 式 (6. 5. 15) 成 立 ， 
则 天 满足 式 (6. 5. 16). 

称 满 足 式 (6. 5. 16) 的 矩阵 天 为 4 的 加 权 Moore -Penrose 逆 ， 
记 为 4 加 ， 


习 题 6.5 


1. 设 AEC™Y,bpE€EC,S 是 C* 的 子 空间 ,证 明 解 约束 问题 
Ax=b (xE€E 9) 


By 
其 中 PsL = 二 I 一 Ps. 


2. 证 明定 理 6. 36,6. 37,6. 38. 
3. 证 明定 理 6. 40,6. 41. 
4. 设 AE€C™,bE R(A), 又 设 NE CC"™" 是 正定 矩阵 ,证明 如 下 问题 : 


mmllxly 
Ar=b 


等 价 于 解 无 约束 方程 组 
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有 唯一 极 小 因子 

xo = NAN(AN 1A)YD 
且 极 小 值 为 
其 中 (AN -1A®)® € (AN AM)(1) 


5. 证 明 Aim 二 GN (GyAG w')!+ Gw. 
6. 利用 Zlobec 公式 (6. 3. 6) 证 明 
4i 一 NI4HM4(4AHMA4AN -4HMA)CDAENM 


* $6,6 Drazin 广义 递 


Penrose 的 广义 闭 保 留 了 非 奇 异 和 矩阵 之 逆 的 奉 王 性质 ,但 也 失 
掉 了 另 一 些 性 质 . 例如 非 奇 异 和 矩阵 4 的 逆 和 矩阵 4 一 具有 如 下 性 质 : 

(1) 44 一 一 4 一 4; 

(2) (4 )2 二 (4?) (pb 为 正 整 数 ); 

(3) (4B) 一 一 甩 14- 1; 

(4) 和 是 4 的 特征 值 的 充 要 条 件 为 人 一 是 4” 的 特征 值 . 

而 广义 逆 矩 阵 4 ,42 ,4 4+ 等 一 般 不 具有 这 些 性 质 
《长 方 矩 阵 更 谈 不 上 特征 值 的 问题 ). 本 节 介 绍 方 阵 的 另 一 种 广义 
逆 Drazin 逆 , 从 某 一 角度 来 看 , 它 和 通常 的 逆 矩 阵 更 为 相似 . 
这 种 广义 逆 和 矩阵 在 奇异 线性 常 微分 方程 组 以 及 奇异 差分 方程 组 求 
解 问题 中 有 重要 的 应 用 . 


一 、 方 阵 的 指标 


引 理 10 设 A4EC””, 则 
rank4 = rankA”™! (6. 6. 1) 
必 对 于 1 与 之 间 的 某 个 整数 & 成 立 . 
证 ”因为 
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0 委 rank47 < rankA” < rankA’ < rankA <n 
所 以 必 和 存在 1 与 n 之 间 的 某 个 ,使 式 (6. 6. 1) 成 立 . 证 毕 

定义 6.9 设 4E C” ,使 得 式 (6. 6.1) 成 立 的 最 小 正 整数 
称 为 4 的 指标 . 

显然 , 非 奇异 矩阵 的 指标 为 1. 

直接 由 式 (6. 6. 1) 计算 矩阵 4 的 指标 是 不 方便 的 ,为 此 ,首先 
给 定 出 指标 的 几 个 性 质 如 下 ,每 一 性 质 都 可 作为 指标 的 定义 ,也 可 
用 于 计算 矩阵 的 指标 . 

定理 6.42 设 AE€EC™, 则 下 列 叙 述 等 价 : 

(1) 4 的 指标 为 . 

(2) 使 得 4" 多 = 4! 成立 的 最 小 正 整 数 是 . 

(3) 若是 奇异 矩阵 且 m(4) 是 它 的 最 小 多 项 式 , 则 是 X* = 0 
作为 m4) 的 零点 的 重 数 . 

证 (1) 之 (2) 显然 RD) CC RC4) ,因为 

TanKASI 一 rankA* 
所 以 R(C4) 一 RR(4), 即 存在 矩阵 天, 使 得 
AtiX = 4 
对 7 之 上 显然 有 4 二 4"'X. 假 设 有 /二 ,使 得 
A’' = A+i 

成 立 , 则 有 rank4' 二 rank4” ,这 与 4 的 指标 为 了 矛盾 . 

(2) 二 (1) ” 道 推 回去 即 得 . 

(2) 名 (3) 设 m(4) = Xp(2), 其 中 p(0) 关 0, 设 由 (2) 确 
定 , 下 面 证 明 & 王 /. 

由 最 小 多 项 式 的 定义 得 

pp(4)4 一 mm(4) 一 O 
若 ! 二, 则 
O= p(A)AX = p(A)AT' 

而 加) 比 m(4) 的 次 数 低 ,矛盾 . 
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又 因为 p(0) 关 0, 设 
pA) = c(1— Ag(2)) 
其 中 c 关 0,gQ) 是 多 项 式 . 从 而 
MX) = aA’'(1— 4g (4)) 


由 此 得 
Aig(A) = A! 
如 果 1 二, 这 又 与 (2) 矛盾 . 
例 6.12 求 矩 阵 
1 1 0 0 
a 1 1 1 0 
1 1 11 
1 1 11 
的 指标 . 


解 ” 和 矩阵 4 是 奇异 的 ,其 最 小 多 项 式 为 
m(A) 一 和 (2 一 4 十 3) 
所 以 4 的 指标 为 2. 


二 、Drazin 这 


1958 年 ,Drazin 定义 了 方 阵 的 一 类 广义 道 . 
定义 6.10 设 A4E€C”™" 的 指标 为 &, 则 满足 


A’XA 一 4 
XAX 二 XX 
AX = XA 


的 矩阵 关 称 为 4 的 Drazin 逆 , 记 为 4 ， 


(1*) 
(11) 
(111) 


按照 前 几 节 的 记号 ,4'” 是 4 的 {1*,2,5)- 道 .显然 对 任意 整 
数 1 之 ,4'” 也 是 和 4 的 {1',2,5)- 道 . 另外 容易 验证 ,三 个 方程 


《 产 ) , (1i) , (iii) 等 价 于 方程 
AX = XA 


(111) 
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A A (6. 6. 4) 
AX? 二 久 (6. 6. 5) 
下 面 证 明 Drazin 道 存 在 并 且 唯 一 . 
引 理 11 若 Y 是 方 阵 4 的 (1,5)- 逆 , 则 
> (6. 6. 6) 
是 4 的 (1',2,5)- 道 . 
证 ”因为 
A'YX =A:, AY= YA 
所 以 A 一 - AiYy™mi a A‘Y"!'A = XA 
ATiY = Atiy™mi 2 四 A 人 iY! oe A! 
AN: 2 A:rHiy?+? = A2Y’+i i A'Y+! 一 be 
可 见方 程 (1) , 式 (6. 6. 4) 和 式 (6. 6. 5) 成 立 . 证 毕 


定理 6.43 设 4EcC2 的 指标 为 &, 则 4 有 唯一 的 Drazimn 道 ， 
它 可 表示 为 4 的 多 项 式 , 并 且 对 任意 /之 &, 它 也 是 唯一 的 
(1 ,2,5}- 道 . 

证 ”容易 验证 , 式 (6. 6. 3) 中 的 和 矩阵 go(4) 是 和 4 的 {1* ,5)- 逆 ， 
因此 由 引 理 11, 知 

X= A'(g(A))™ (6. 6.7) 

是 和 4 的 {1*,2,5}- 逆 , 即 4” 存在 并 且 可 表示 为 4 的 多 项 式 . 由 害 
义 知 ,4 是 A 的 {1 ,2,5,)- 道 (! 之 ). 

下 面 证 明 唯 一 性 . 

设 夺 了 YE A{1',2,5}). 记 

FE= AX= XA, F= AY= YA 

显然 五 和 五 是 荐 等 矩阵 . 又 因为 

E= AX 一 4X 一 4YAX 一 4Y4AX 一 T4X = FE 

F=YA=Y'A’'=YA'XA =YAE = FE 
即 E = FF, 所 以 
X= XAX = FEX= FX =YAX=YE= 
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YF = YAY =Y 证 毕 
例 6.13 利用 式 (6. 6.7) 计算 例 6.12 矩阵 4 的 Drazin 道 . 
解 ”因为 4 的 指标 为 2, 且 


m(A) 一 12(12 一 4 十 3) 一 有 


由 式 (6.6.2) 知 gC(24) 一 一 二 Q 一 人 ,所 以 


根据 式 (6. 6.7) ,有 
(9 = A:(gq(A))’ 二 二 


15 15 1 一 13 
| 
27 .时 多。 

0 


三 、Drazin 逆 的 谱 性 质 


关于 特征 值 与 特征 向 量 ,Drazin 道 与 通常 的 道 矩 阵 有 类 似 的 
性 质 . 

定理 6.44 4 是 矩阵 4 的 特征 值 的 充 要 条 件 是 ,4+ 是 4 的 
特征 值 ,其 中 4+ 如 式 (6. 2.1) 所 定义 . 

证 设 4 的 指标 为 &, 又 设 4x 一 Mr. 若 1 人 天 0, 则 由 
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Mx = Arx = ADALHix = At1iA DY 
得 4x 二 A x; 而 当 Ax = 二 0 时 ,有 
4AOx 一 (4w)zhx 一 0 
从 而 it 是 A 的 特征 值 
反之 ,着 4x = 二 Ax, 则 因为 
lx = ADxX= ACAT) x 一 1-24x 
所 以 Ax = Ax; 而 当 A'“x= 二 0 时 有 
过 人 
这 就 表明 4 = 0 是 4 的 特征 值 . 证 毕 
由 定理 的 证 明 过 程 可 见 , 若 x 是 4 的 属于 非 等 特征 值 4 的 特征 
问 量 , 则 它 也 是 4 的 属 入 4 的 特征 向 量 ; 反 之 亦 然 . 但 对 于 4 的 
零 特 征 值 ,相应 的 结果 不 一 定 成 立 . 


、Drazin 逆 的 计算 方法 


式 (6.6.7) 可 用 于 计算 Drazin 道 , 下面 再 给 出 两 种 计算 
Drazin 道 的 方法 . 
引 理 12 ”给 定 怎 阵 4,B,C, 且 C4B 有 意义 . 若 
rank(CAB) = rankC = rankB (6. 6.8) 
则 对 任意 (C4B)” E (CAB){1},B(CAB)C 是 不 变 的 . 
R(CAB) C R(C), R((CAB)") C R(B') 
从 而 由 式 (6. 6. 8)， 
R(CAB) = R(C), R((CAB)") = R(B™) 
即 存在 矩阵 U,V ,使 得 
C= (CAB)U, B= Vv"(CAB) 
因此 对 任意 (C4B)'” E (CAB)(1}, 有 
B(CAB)VMC=V" (CAB)(CAB)'” (CAB)U 一 
V" (CAB)U 证 毕 
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定理 6.45 设 4E Ce 的 指标 为 &, 则 


A = A:(A2t1) A (6. 6.9) 
其 中 ,C4 和 3) 中 € A2+r1 (1). 
证 ”因为 
rankA’*! =— rankA* (6. 6. 10) 
由 引 理 12 知 , 对 任意 (A211) € A24+11{1)} 
X= A(At!)V A (6.6.11) 


是 不 变 的 . 显然 4*t! 的 指标 为 1, 从 而 
(A2*ti ) (9 所 A2tl {1)} 
根据 定理 6. 43, 《41)‘? 可 表 为 42+1 的 多 项 式 , 因 面 也 是 4 的 多 


项 式 , 故 村 
于 二 A*(CA:ti) A? = A*(A1)0 4 
可 表 为 4 的 多 项 式 , 即 有 
AX = XA 


由 式 (6.6. 10) 和 RC(4?*!1) 一 RC(A*) 可 得 
Atl = A2+! (42i+1 0 A* 一 Pecat) MA’ = A* 
XAYX = A* CA A (A2*ti ) ‘DA* 二 
A* (A2tt1)V PR MG 一 40(42t DA42 一 袖 
其 中 M = NGC42HI(C42tH DG ), 由 Drazin 道 的 唯一 性 知 大 一 4502. 
证 毕 

该 方法 的 优点 是 , 仅 需 求 一 个 {1}- 逆 , 即 可 得 到 A. 当 有 和 的 
指标 容易 求 得 并 且 较 小 时 ,可 采用 此 法 . 

例 6.14 利用 式 (6. 6.9) 计算 例 6. 12 矩阵 4 的 Drazin 道 . 

解 4 的 指标 为 2, 且 


2 1 0 41 41 27 13 

41 |3 321| js_|81 81 54 27 
4 4 3 2 121 121 81 41 
ee 121 121 81 41 
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可 求 得 
27 27 0 一 27 
(As)Y < 1 0 0 0 0 
27 | 一 39 一 39 1 41 
0 0 0 0 
所 以 
15 15 1 —13 
1 3 3 2 1l 
A®? 二 A? (A’)' A? 
27 | 一 9 一 9 3 15 


-9 一 9 3 上 5 
当 和 矩阵 4 的 阶 数 较 高 时 , 求 4 的 指标 是 不 容易 的 . 男 一 方面 ， 
当 4 的 病态 严重 时 , 求 4 的 较 高 蹇 次 又 会 使 病态 更 为 严重 . 这 时 ， 
采用 式 (6. 6. 9) 进行 计算 是 不 适合 的 ,最 好 采用 Cline 给 出 的 逐次 
满 秩 分 解 的 方法 . 该 方法 每 一 步 都 作 较 小 阶 和 矩阵 的 满 秩 分 解 , 有 限 
步 后 可 以 确定 出 矩阵 的 指标 和 Drazin 逆 . 
定理 6.46 设 4aEC, 且 4 的 满 秩 分 解 为 
A= BG 
而 G.B, 的 满 秩 分 解 为 
GB, = BinG (G2= 1,2,°) 
则 4 的 指标 为 & 的 充 要 条 件 是 GB 非 奇 异 , 并 且 
4 = Bi B,* BL GB) GCCG (6. 6. 12) 
证 ”可 以 推 得 
A* = B, .… B,G, .… G' 
4 = B, … B,(G.B,)G,** Ci 
设 rankB, = rankG, = 二 .利用 BB, 二 I,G,G'” 一 工人 (一 1 2 
&) 得 
rank4 =r,, rank4e = rank(G,B,) 
从 而 4 的 指标 为 k 的 充 要 条 件 是 GB 非 奇异 . 取 
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豆 一 另 ， … B,(GB,) mG, “Go 
容易 验证 闫 是 {1:,2,5)- 道 , 由 唯一 性 得 针 = A 中 ， 证 毕 
例 6.15 ”用 Cline 方法 计算 例 6. 12 矩阵 4 的 Drazin 逆 . 


解 因为 

1 0 0 

1 1 0 0 
1 1 0 

入 一 了 Ci = 0 0 1 0 
1 1 1 

0 0 0 1 
1 1 1 
2 1 0 
om 
上 | 


GB, = 一 B,G, 一 | 
] 


1 0 
Gz B, = 有 a det(G- B,) 天 0 


所 以 4 的 指标 为 2. 又 因为 


(GB,)™ = 去 | | 
27L 一 39 1 

所 以 4 = BB:(GzB:)G:G = 
15 15 1 一 13 

1 3 3 2 1 

27 0 = SS 

= 9 


五 、Drazin 逆 的 特例 一 一 群 逆 


当 和 矩阵 A € C2 的 指标 为 1 时 , 称 和 4 的 Draizn 道 为 群 逆 , 记 为 
4A“. 之 所 以 这 样 称呼 是 由 于 4 的 正 赛 、 负 蹇 (看 做 4# 的 军 ) ,并 以 
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44# 作为 单位 元 素 ,就 构成 了 Abel 群 (见习 题 13). 由 4” 的 结果 
知 , 群 逆 存 在 的 充 要 条 件 是 4 的 指标 为 1, 并 且 它 是 唯一 的 . 作为 
4A” 的 特例 ,有 以 下 定理 . 
定理 6.47 设 A4E€C” 的 指标 为 1, 则 
4# = A(g(A))’ 
其 中 多 项 式 g(4) 由 式 (6. 6.2) 确定 . 
定理 6.48 设 4ECc2 的 指标 为 1, 则 
A# 一 4(43)04 
其 中 (4 7) E 人 (1)， 
定理 6.49 设 方 阵 和 4 的 满 秩 分 解 为 4 = FG, 则 A 和 4 有 和 群 逆 的 
充 要 条 件 是 GF 非 奇 异 , 且 
A* 一 下 (GEF ) 一 CG 
一 般 说 来 ,Drazin 道 42 或 群 道 4# 与 Moore-Penrose 道 4 
并 不 相等 . 但 在 一 定 条 件 下 ,它们 是 相等 的 . 下 面 给 出 了 一 个 这 样 
的 条 件 . 
定理 6.50 452 或 4# 等 于 4 的 充 要 条 件 是 
44+ 一 4+ 入 (6. 6. 13) 
证 ” 若 式 (6. 6.13) 成 立 , 则 4 具有 4# 的 全 部 性 质 ,所 以 
必 有 
At+= A‘®D — A+# 
反之 , 若 4 一 , 则 有 
AA‘A 和 A 二 A 
从 而 4+ = A# 一 4 证 毕 


习 题 6.6 


1. 证 明 (48 = (40 (4 人 一 (4 ) 
2. 证 明 (CATY®Y = (A'®D )! (i 一 1,2,°.). 
3. 若 4 的 指标 为 &, 则 对 7 之 &,4' 的 指标 为 1, 且 (4)” 一 (4 ”) . 
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. 证明 (4# )# 一 4， 
` 证 明 (4 一 和 的 充 要 条 件 是 4 的 指标 为 1. 
. 证 明 A 中 的 指标 为 1 上 且 (A 办 )# 二 A?AD， 
. 证 明 ((42 0 一 AD ， 
. 证 明 4 (AD )# 二 AA 中 ， 
. 若 4 是 寡 零 矩阵 ( 即 存在 正 整数 ,使 得 4: = DO) , 则 4 = 0. 
10. 若 4 是非 奇 异 和 矩阵 , 则 42 一 4 一 . 
11. 车 整数 1 > m>0, 则 A"( 和 4?)' 一 (4 mm 
12. 若 整数 加 盖 0 和 17 一头 演 有 则 44 )m 一 Am 
13. 设 4 的 指标 为 1. 记 (4#》)》 为 4 一 1,2,…), 又 记 44# 为 4. 证 明 
对 所 有 整数 1 和 m ,都 有 


tO Oo ~ Om nn 


AA” = A"” 
(因此 ,A 的 窒 ( 正 、 负 和 和 零 容 ) 在 矩阵 乘积 下 构成 Abel 群 ). 
14. 对 于 习题 6.3 第 3 题 的 矩阵 4, 分 别 用 式 (6. 6.7)、 式 (6.6.9) 和 
式 (6. 6. 12) 计算 4 . 


ER 


和 e ee a , 
ES 人 ged Pm 
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本 章 将 综合 介绍 若干 特殊 矩阵 类 的 性 质 与 研究 情况 ,还 将 介 
绍 我 们 近来 所 做 的 一 些 工作 . 特殊 矩阵 类 在 许多 科学 技术 领域 内 ， 
都 有 不 同 程度 的 应 用 ,而 且 在 方程 数值 解 与 数值 代数 的 研究 中 ,都 
有 着 一 定 地 位 . 就 数值 代数 而 论 , 它 起 源 很 旱 , 远 可 追溯 到 17 世纪 
I. Newton(1642 一 1727 年 ) 和 C.F. Gauss(1777 一 1855 年 ) 分 别 给 
出 解 非 线 性 方程 和 线性 方程 组 的 著名 数值 方法 ,这 就 是 Newton 
切线 法 和 Gauss 消去 法 . 其 后 C. G. Jacobi(1805 一 1851 年 ) 和 
Seidel, Hekpacos 及 Richardson 等 人 ,又 给 出 求 对 称 和 矩阵 全 部 特征 
值 的 旋转 方法 和 求 线性 方程 组 数值 解 的 迭代 法 . 20 世纪 40 年 代 以 
来 ,R. V. Southwell,S. P. Frankd 和 D. Young 提出 求 线性 方程 组 
数值 解 的 SOR 方法 ,1978 年 A. Hadjidimos 提出 解 线 性 方程 组 的 
AOR54] 方法 ,Davidon 和 Broyden 提出 解 非 线 性 方程 组 的 拟 
Newton 法 [4 ,等 等 .1958 年 Rutishauser 提出 求 任意 矩阵 全 部 特 
征 值 及 特征 向 量 的 LR 方法 “9. 在 LR 方法 的 启发 下 ,1961 年 J.G. 
F. Francis 和 V. N. Kublanovskaya 各 自 独立 发 现 了 求 任意 矩阵 全 
部 特征 值 及 特征 向 量 的 QR 方法 "4 外 . 虽然 成 果 丰 硕 , 不胜 枚 
举 , 但 从 生产 实际 和 计算 数学 各 分 枝 研究 上 看 ,所 要 解决 矩阵 计算 
问题 的 规模 却 越 来 越 大 ,适时 处 理 周 期 越 来 越 短 , 若 无 好 的 方法 ， 
即使 现代 大 型 高 速 计算 机 也 难以 应 付 . 从 目前 数值 代数 (或 矩阵 计 
算 ) 的 进展 情况 来 看 ,为 了 对 其 进行 更 为 深入 的 研究 ,至 少 可 以 从 
两 方面 着 手 :一 方面 研究 有 某 种 实际 背景 的 特殊 矩阵 类 型 ,探讨 其 
固有 性 质 , 并 据 此 发 展 一 些 新 的 数值 方法 ; 另 一 方面 研究 分 块 矩 阵 
的 性 质 , 发 展 矩 阵 分 块 技巧 ,从 而 解决 大 型 数值 代数 问题 . 
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这 里 所 谓 的 特殊 矩阵 ,是 指 它 的 元 素 在 数值 上 或 其 所 具有 的 
性 质 上 有 特性 的 矩阵 . 例如 单位 矩阵 .初等 矩阵 .置换 矩阵 、 对 角 扼 
阵 、 三 角 和 矩阵 .三 对 角 扼 阵 、. 带 状 矩阵 .对称 矩阵 、 次 对 称 和 矩阵、 中心 
对 称 怎 阵 、Hermite 矩阵. 正 交 插 阵 .本 矩阵、 非 负 矩阵 .Givens 旋 
转 卸 阵 以 及 Householder 和 矩阵 等 等 , 都 是 熟知 的 特殊 算 阵 . 又 如 
和 矩阵 


al bi b, 
b! az 2: 
LS= 3 (6, > 0; i = 1,2,.",n) 
Q 1 bi 
b, bi Qn 
和 
Ql bi — bb, 
bi a,» bb 
L = bs | “ (b, > 0; 1 = 1,2,.,n) 
Qn1 bi 
sr bi Q， 


依次 称 为 周期 Jacobi 和 矩阵 (Periodic Jacobi matrix) 和 上 反 周 期 
Jacobi 和 矩阵 (Antiperiodic Jacobi matrix)J5so] ， 如 果 抹 去 L( 或 LL_,) 
的 最 后 一 行 和 最 后 一 列 ， 便 得 在 样 条 插值 理论 中 常见 的 Jacobi 
和 矩阵 


J 1 > (bi 9 yD TT 
D2 
b,2 Wl 


在 参考 文献 [50] 中 已 对 和 矩阵 工 ,J，; (或 J,) 的 相 容 性 及 具有 指定 
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谱 的 工 和 J 的 构造 法 ( 实 为 它们 特征 值 的 反问 题 ) 进行 了 讨论 ， 
又 把 关于 工 的 结果 推广 到 工 -, 上 去 . 人 们 还 对 具有 某 种 实际 背景 
的 特殊 和 矩阵 给 予 特别 注意 . 例如 ,由 椭圆 型 方程 差分 遏 近 引 出 的 差 
分 算 子 矩阵 (具有 块 三 对 角 型 .不 可 约 对 角 占 优等 性 质 ), 由 数据 曲 
线 拟 合 引出 的 Hankel 和 矩阵、.Toephtz 和 矩阵 (由 多 项 式 运 算 问 题 引 
出 的 三 角 Toeplitz 和 矩阵) ,由 部 门 间 综合 平衡 问题 (投入 产 出 问题 ) 
引出 的 M 矩阵 ,由 工程 系统 的 稳定 性 问题 引出 的 正 稳定 甜 阵 ,由 
有 限 Markov 链 的 研究 引出 的 具有 非 负 元 素 且 每 一 行 和 之 值 都 等 
于 1 的 随机 和 托 阵 , 等 等 ,都 是 一 些 重要 的 特殊 乍 阵 . 


97.1 正定 矩阵 与 正 稳 定 和 矩阵 


一 、 正 定 和 矩阵 及 一 些 和 矩阵 不 等 式 


仿 正 定 和 矩阵 的 概念 ,引信 Hermite 正定 的 概念 如 下 . 
令 和 是 nn 阶 Hermite 和 矩阵 , 若 对 任意 复 n 维 列 向 量 x 关 0 都 有 
xiAx 宇 0 (7.1.1) 
则 称 4 为 Hermite 非 负 定 ( 半 正定 ) 矩阵 ,简称 4 为 非 负 定 ( 半 正 
定 ) 矩阵 ;又 车 对 任意 复 2 维 列 向 量 x 关 0 都 有 
xr'Ax>0 Chelo2) 
则 称 4 为 Hermite 正定 和 矩阵 ,简称 4 为 正定 矩阵 . 
例如 ,单位 和 矩阵 I 就 是 正定 矩阵 . 
由 Hermite 正定 概念 可 得 , 若 4 为 正定 ,k 为 正常 数 , 则 &4 也 
是 正定 的 ;车 4,B 都 是 正定 的 , 则 A 和 4 十 B 也 是 正定 的 ;车 和 4 为 正定 ， 
则 4! 也 为 正定 . 
判别 Hermite 矩阵 正定 性 的 方法 如 下 . 
2 阶 Hermite 矩阵 4 为 正定 的 充 要 条 件 是 4 的 特征 值 都 是 
正 数 . 
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事实 上 , 若 4x = Ax, 则 有 
Oe WRAY = A 
故 必 有 4 二 0. 反之 ,由 $1.3 之 “五 ” 知 , 必 存 在 西 矩 阵 品 ,使 
UAU = diag(Ni ,A ,°° ,A,) 
即 A = UdiagCh ,Ns ,A UN 
因为 诸 4, 之 0, 且 对 任意 x 产 0 有 
UVx 一 y 短 0 
从 而 xiAx = (Uy)iA(UTy) 一 yaCU4AUHE) y = 
y diagCAisAz ,A )y > 0 
这 就 证 明了 A 是 正定 的 . 
仿照 上 述 证 明 的 方法 ,可 得 4 为 非 负 定 的 如 下 判别 法 . 
Hermite 矩阵 A 为 非 负 定 和 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 的 特征 值 都 是 
非 人 负数 . 
由 上 面 判 别 正定 性 的 方法 不 难得 到 下 面 的 结果 . 
若 4 为 正定 矩阵 (或 非 负 定 矩阵 ), 则 对 i 二 1,2,…,n, 有 
trA 汪 4,(4) (或 trh 之 4,(4)) 《7. 1. 3) 
又 可 证 明 :” 阶 Hermite 和 矩阵 4 为 正定 矩阵 (或 非 负 定 矩 阵 ) 
的 充 要 条 件 是 存在 ” 阶 非 奇异 矩阵 (或 2 阶 和 矩阵 )P, 使 


4 一 PHP (7. 1. 4) 
进一步 有 

A=B’ (7. 1. 4)’ 
其 中 B 是 正定 矩阵 (或 非 负 定 和 矩阵 ). 


事实 上 , 肴 4 为 正定 , 则 存在 西 和 矩阵 U, 使 
A= Udiag(Ai ep 9 SA = 


UdiagCVA1, VAz, ,VAr)diag( VA, VMAs, VA)UY = 
Udiag(Vh， "SW “VA UN Udiag( VA, sa VA UY 
令 P= diag(Vl, WA VA UT 


Va ER Ts PS POTTER ET PRT WT ep WE 
A > 时 ne CE OR RS 3 nn wr To at: tint nr Rs ey: At 
和 PAD e ee EE L EN WP RRs Pend re eae ee TO ES RS OR PE wT COMOTOIEY. PO HR tt. oP BAR A 1 
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便 有 和 二 P"P. 若 令 
B = UdiagC(VA, Vhs, VADUY 
则 B 是 正定 矩阵 , 且 4 二 .反之 ,由 于 
xH4x = xiPiPx = (Px)i(Px)>0 

故 4 为 正定 和 矩阵. 同样 可 以 证 明 非 负 定 的 情况 . 

由 上 面 的 结果 ,还 可 得 到 下 面 事 实 . 

车 和 4 为 正定 矩阵 ,C 是 任 一 n Xm 列 满 秩 矩阵 , 则 CHAC 为 正定 
矩阵. 

类 似 于 实 对 称 和 矩阵 的 情况 , 还 有 使 用 顺序 主子 式 来 判别 
Hermite 正定 的 条 件 如 下 . 

Hermite 矩阵 4 是 正定 的 充分 必要 条 件 是 A 的 2 个 顺序 主子 
式 的 值 全 为 正 数 . 

关于 正定 和 抢 阵 的 乘积 是 否 仍 是 正定 竹 阵 的 问题 , 有 如 下 的 
结果 . 
如 果 4,C 均 为 风 阶 正定 和 挎 阵 , 且 4C = C4, 则 4C 亦 为 正定 
矩阵. 

事实 上 ,因为 (4C) ?= CHA 二 C4 = AC, 所 以 AC 为 Hermite 
矩阵. 于 是 ,只 要 能 够 证 明 4C 的 特征 值 全 为 正 数 就 行 了 .因为 4 下 
定 , 故 存在 正定 矩阵 B, 使 A4 = B* ,于 是 有 

有 (4C) 有 = BCB 
这 就 表明 4C 与 BCB 有 相同 的 特征 值 . 但 由 上 式 立 即 可 得 
BCB = BCB 

即 BCB 的 特征 值 全 为 正 数 , 从 而 4C 为 正定 和 矩阵. 

仿照 上 面 结论 的 证 法 ,还 可 得 到 以 下 结果 . 

若 4,C 依次 为 n 阶 正定 矩阵 和 非 负 定 和 矩阵 ,是 4C = C4, 则 
4C 为 非 负 定 和 矩阵 . 

例 7.1 若 和 A4,B 都 是 n 阶 Hermite 和 矩阵 日 B 为 正定 ,证 明 存 
在 非 奇 异 和 矩阵 Q ,使 
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C BO =I (7. 1.5) 
CA4O = diag(a ， hz, *** ,A,) (7. 1. 5)7 

证 因 吕 正定 , 故 由 式 (7.1.4) 有 B= PHP, 于 是 有 
(P-1)aBP- 一 了 rp 


又 易 知 (P11) "AAP"! 是 Hermite 矩阵 , 故 存 在 本 矩阵 DJ ,使 
U (PI) 4P-IU = diag(h1, hr, *** ,A,) 
令 Q = PIU, 则 Q 非 奇异 ,从 而 就 得 式 (7.1.5)“. 给 式 (7. 1. 6) 分 
别 左 乘 U”* 和 右 乘 口 , 可 得 
UP') BPU 一 UEU 一 工 

由 此 便 得 式 (7. 1. 5)， 

例 7.2 车 4 = (a,) EC 是 正定 矩阵 , 则 

det4 < am det4，， (7. 1.7) 

其 中 4 为 A 的 n 一 1 阶 顺序 主子 矩阵 ; 当 和 上 且 仅 当 a。 = 0 (i = 1， 
2,"…,n 一 1) 时 , 式 (7. 1.7) 中 等 号 成 立 ， 

证 ”车 记 


容易 验证 下 式 
Ti 031r4 a A a 
四 CA- | ar “上 = | Ot Na | 

成 立 . 两 端 取 行列 式 得 l 

det4 一 (au — a'Aa)detA, i 
又 因 4,_! 是 正定 矩阵 ,从 而 at4amaa 之 0. 再 由 上 式 便 得 

detA < am detA, | 

当 且 仅 当 a = 0 时 ,上 面 式 中 等 号 成 立 . 


下 面 介绍 一 些 常用 的 矩阵 不 等 式 . 
设 A,B 都 是 n 阶 Hermite 和 矩阵 ,车 4 一 B 为 正定 矩阵 (或 非 负 
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定 矩 阵 ), 则 称 4 大 于 B, 记 为 4 > 如 (或 称 4 不 小 于 另 , 记 为 
A 过 B)0. 
有 时 还 把 4 汪 >B 及 A 之 B 记 为 B 二 A4 及 B 过 A. 
显然 4 之 如 的 充 要 条 件 是 对 任意 复 ” 维 列 向 量 x ,都 有 
Xi4x > x Bx (7. 1. 8) 
特别 当 A 和 4,B 都 是 实 对 角 和 矩阵 , 即 
A= diag(aiyazs ar)， B= diag(b ,bs,**,b,) 
时 , 则 易 见 4 宇 B 的 充 要 条 件 是 
a 之 b, (1 = 1,2,.,n) (7. 1. 9) 
事实 上 , 令 x = 二 (&,&,…,&,)7, 则 由 式 (7. 1.8) 有 
Q1 5 加 Qséé2 a QnénE, 之 0 5 十 刀 && 十 bE 


即 ab) | 有 上 六 0 
z 一 1 


从 面 有 a, 0(z: 一 1,2,…,n). 
必须 指出 ,任意 两 个 同 阶 的 Hermite 和 矩阵 (即便 它们 都 是 正定 
的 ) 不 一 定 都 能 比较 大 小 . 例如 , 令 


ye 


则 不 能 推出 A4 宇 B 或 B 过 A 来 . 

由 和 矩阵 不 等 式 的 定义 ,容易 推 得 下 面 四 个 简单 性 质 . 

(1) 车 4 之 B,B 宇 C, 则 A 和 宇 C( 传 递 性 ). 

(2) 车 A 宇 B,k>0, 则 A&A 之 女 ( 线 性 性 ). 

(3) 车 A 宇 Bi1,A4; 二 B,, 则 和 十 4; 宇 Bi 十 Bs( 线 性 性 ). 

(4) 苟 和 4,B 和 皆 为 n 阶 Hermite 矩阵 ,日 A4 宇 B,P 为 Xm 和 矩 
阵 , 则 PH4P 之 PiBP. 

(5) 者 4 为 非 负 定 矩阵 , 则 


四 这 里 记号 “ 汪 >” 及 “之 ”等 ,并 不 是 正 矩 阵 和 非 负 和 矩阵 的 记号 意义 . 
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A (trA)I (7.1.10) 
事实 上 ,因为 
A = Udiag(Ahl, As, > BD gb 
这 里 ! 为 本 和 矩阵 . 而 且 由 式 (7. 1. 3) 
trA 之 1(4) 一 和， (一 1,2， 2) 
所 以 有 
(trA)I—A= (trA)IT— Udiag(hi hz ,A UT = 
UL (trA)I— diagChi ,hs ,A) JU 守 O 
这 就 证 明了 式 (7. 1. 10). 
(6) 大 4,B 均 为 n 阶 正定 矩阵, 且 4B = B44,A 二 B, 则 
A 二 B’ (7 L141) 
事实 上 ,由 于 4B = B4 ,因此 
4 一 下 一 (4 一 下 )(4 十 呈 ) = (4 十 呈 )(4 一 吾 ) 
又 和 十 B 为 正定 ,4 一 B 为 非 负 定 , 且 A 十 B 与 4 一 B 之 积 可 交换 ， 
于 是 由 前 面 指 出 的 结果 可 知 (4 十 B)(4 一 B) = A 一 B? 为 非 负 定 
矩阵 ,从 而 式 (7. 1. 11) 成 立 . 
值得 指出 的 是 , 把 式 (7.1.11) 的 条 件 “4,B 均 为 正定 ” 改 为 
“A,B 均 为 非 负 定 ”, 式 (7. 1. 11) 仍旧 成 立 . 事实 上 , 当 和 4,B 均 为 非 
负 定 ,有 是 4B = BA,A4 之 B 时 , 对 任意 小 正 数 e, 就 有 4 十 sf， 
B 十 ef 均 为 正定 , 而 
(和 十 eI 了 )(B 十 el) = 二 (B+ 十 ef)(A4 二 el), A4 十 e[ 宇 B 十 el 
再 用 式 (7. 1. 11), 便 有 
(4 十 sr) 守 (B+ el)’ 
从 而 x"(A++el)’x > x (Bel)’x 
让 ee 一 0, 就 有 
X 42x > x Bx 
即 A 二 B’ 
(7) 铬 4,B 均 为 同 阶 正定 矩阵 , 且 4 之 B, 则 有 
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有 -1 之 4-: (7. 1. 12) 
事实 上 ,由 式 (7.1.5) 和 式 (7.1.5) 可知 ,存在 非 奇 异 矩 阵 O， 
使 
CrBO = I, QAQ = diag(h1, hs, ,NA,) 
于 是 diag (X41, 42，…,A) 之 工 从 而 
[diagChi, Az, °°) = diagGQ7', XA!l, ,71) 去 了 
但 是 
一 CO1O ，4 一 COLdiag(l， As, ,A,) 1 OF 
故 有 呈 之 4 
(8) 矩阵 型 的 Schwarz 不 等 式 . 
设 A,B 依 次 为 n Xm 和 和 m Xs 和 矩 阵 , 有 目 A4F 非 奇异 (此 时 7 的 
m BrankA 一 n), 则 
BB (4B)"(AA) (AB) (7. 1. 13) 
其 中 等 号 成 益 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 n Xs 和 矩阵 C, 使 B = ArC. 
事实 上 , 式 (7. 1. 13) 的 成 立 , 可 由 下 面 的 计算 获得 ，: 
O<[B—AAAH)-1AB][B— A(AA)-1AB] = 
LB" — BIA(AAT) A][B— A(AAN)-1AB] 一 
BB—2B"AN(AAT) "AB 
BIANH(AAN)"1AAN(AAT)- -1AB = 
BB— BA'(AAN) (AB) 一 
BB— (AB) (AAT) AB 
这 就 证 明了 式 (7. 1. 13). 
又 当日 仅 当 B = 4E(C448) 4B 时 ,上 式 右 端 为 零 矩 阵 . 这 时 
令 C=(44-) 14B, 则 有 B= ATC; 反 之 ,如 果 B 二 AC, 则 有 
4 (44 ) 4B = A"(AA") 'AAC= A"C=8B 
这 就 表明 式 (7. 1. 13) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 B = AC. 
当 A= (8&6, ,6,),B = (mn 7]2 po) 时 , 式 (7. 1.13) 就 
是 熟知 的 公式 (1. 3. 14). 
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二 、 正 稳定 矩阵 


稳定 性 理论 是 俄国 数学 家 Lyapunov 在 上 世纪 末 创 立 的 . 由 于 
他 的 工作 ,使 得 判别 一 个 线性 系统 的 稳定 性 问题 归结 为 研究 一 个 
和 矩阵 的 特征 值 问题 . 因此 ,人 们 称 一 个 矩阵 是 稳定 的 , 即 是 指 该 矩 
' 阵 对 应 的 线性 系统 是 稳定 的 . 目前 人 们 非常 重视 从 和 矩阵 的 角度 来 
研究 系统 的 稳定 性 ,并 把 具有 稳定 性 的 矩阵 作为 一 个 特殊 矩阵 类 
来 研究 它 的 性 质 , 它 与 其 他 特殊 和 矩阵 类 的 关系 以 及 判别 矩阵 稳定 
性 的 条 件 . 随 着 科学 技术 的 发 展 ,除了 正 稳定 矩阵 (Lyapunov 稳 
定 ) 外 ,人 们 还 提出 一 些 新 的 稳定 性 概念 ,例如 强 稳定 及 D- 稳定 ， 
V.L.《Volterra-Lyapunov) 稳定 5]， 1980 年 M. Neumann 提出 弱 
稳定 等. 这 些 稳定 性 概念 都 具有 广泛 的 实际 背景 . 它们 在 自动 
控制 .系统 理论 .微分 方程 .差分 方程 .经 济 学 .力学 以 及 振动 问题 
等 许多 领域 中 都 有 广泛 应 用 . 在 下 面 的 论述 中 ,如 无 特别 声明 ,所 
人 研究 的 矩阵 都 属于 R™”. 

对 于 和 矩阵 和 A, 车 存在 正定 矩阵 W, 使 得 4W 十 WA "为 正定 矩阵 ， 
则 称 4 为 正 稳定 矩阵 . 

判别 矩阵 4 是 否 为 正 稳定 矩阵 的 问题 , 早 在 上 世纪 末 已 由 
Lyapunov 给 出 如 下 . 

2 阶 和 矩阵 A 为 正 稳定 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4 的 每 个 特征 值 
4) (z 二 1,2,…,2) 的 实 部 均 为 正 值 (工程 中 为 负 值 ), 即 有 
Rea,(A) >>0(= 1,2,.,n). 

显然 正定 矩阵 是 正 稳定 矩阵 . 

20 世纪 50 年 代 到 60 年 代 初 ,还 发 现 了 下 面 判 别 正 稳定 和 矩阵 
的 3 个 条 件 . 

(1) 4 为 正 稳定 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 十 I 为 非 奇异 矩 阵 , 并 且 

G= (4++D (4D (7.1.14) 
为 收敛 矩阵 . 
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(2) 4 为 正 稳定 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 十 I 为 非 奇 异 和 矩阵 ,并 且 
存在 正定 矩阵 WW, 使 W 一 G "WG 为 正定 矩阵 ,这 里 G 如 式 (7. 1. 14) 
所 示 . 

(3) 4 为 正 稳定 矩阵 的 充 要 条 件 是 对 任何 满足 x" Nx 关 0 的 半 
正定 矩阵 N, 其 中 x 为 微分 方程 x = Ax 的 非 平凡 解 , 存 在 正定 矩 
阵 M, 使 AM 十 MA7 = N. 

下 面 介绍 迄今 研究 较 多 的 强 稳定 .D- 稳定 及 V.L. 稳定 的 
若 对 一 切 非 负 对 角 抢 阵 D,A 十 DD 为 正定 矩阵 , 则 称 4 为 强 稳 
定 和 矩阵 ; 

车 存在 一 个 正 对 角 和 矩阵 DD, 使 AD 为 正 稳定 和 矩阵, 则 称 和 4 为 D- 
稳定 矩阵 ; 

若 存 在 一 个 正 对 角 抢 阵 了 ,使 4D 十 DA4 为 正定 矩阵 , 则 称 4 
为 V. 工 . 稳定 矩阵 . 

上 面 介绍 的 4 种 稳定 矩阵 之 间 有 如 下 的 包含 关系 ， 

强 稳定 
a VL 稳定 过、 ”> 不 委 央 

至 于 强 稳 定 与 D- 稳定 之 间 是 否 有 包含 关系 ,目前 尚未 见 到 . 

例如 矩阵 


2 3 16 
10 2 12 
是 强 稳定 的 ,但 不 是 D- 稳定 的 . 

关于 4 为 V. 工 .稳定 的 充 要 条 件 ,直到 20 世纪 70 年 代 中 后 期 
才 有 如 下 三 种 : 

(4) 存在 正 对 角 和 矩阵 DD, 使 B= DAD 为 正定 (或 B 十 B' 为 
正定 ). 


。374 。 和 矩 阵 论 


(5) 对 于 任 一 非 零 半 正定 和 矩阵 P,PA 至 少 有 一 个 正 对 角 元 素 . 

(6) 4 的 任意 主子 矩阵 均 为 V. 工 . 稳定 . 

充 要 条 件 (6) 表明 ,矩阵 的 V. 工 . 稳定 蕴含 了 它 的 主子 矩阵 也 
共有 V.L. 稳 定 , 而 其 他 三 种 稳定 性 则 不 具有 这 种 性 质 . 

具有 某 种 稳定 性 的 抢 阵 全 体 构 成 一 个 特殊 矩阵 类 ,于 是 便 有 
许多 这 样 的 矩阵 类 . 目前 ,有 关 稳 定 矩 阵 问题 的 研究 主要 有 以 下 三 
个 方面 . 

第 一 方面 , 多 种 稳定 矩阵 类 的 判别 条 件 和 相互 关系 问题 ; 

”第 二 方面 , 稳定 矩阵 类 的 扩充 及 其 与 其 他 特殊 矩阵 类 之 间 的 
关系 问题 ; 

第 三 方面 ,特殊 型 的 稳定 矩阵 类 ， 

各 种 稳定 矩阵 类 的 判别 条 件 以 及 它们 之 间 的 相互 关系 ,已 如 
上 述 . 但 从 论述 的 情况 来 看 ,迄今 为 止 , 仅 对 正 稳定 矩阵 的 判别 有 
较 好 的 结果 ,而 对 其 他 三 种 稳定 矩阵 类 的 判别 方法 还 很 不 完善 , 

关于 特殊 型 矩阵 稳定 性 的 研究 ,主要 有 两 个 方面 , 即 低 阶 矩阵 
和 非 低 阶 矩 阵 . 

当 4 为 二 阶 矩 阵 时 ,有 以 下 三 个 充 要 条 件 : 

(7) 4 为 正 稳定 的 充 要 条 件 是 deth >> 0, 且 对 角 元 素 之 和 为 
正 值 . 

(8) 4 为 D-( 或 强 ) 稳定 的 充 要 条 件 是 4AE Pt (Pt 是 主子 式 
的 值 非 负 , 且 同 阶 主子 式 中 至 少 有 一 个 为 正 值 的 矩阵 ). 

(9) 4 为 V. 工 .稳定 的 充 要 条 件 是 4 E P(P 是 全 部 主子 式 的 
值 均 为 正 的 矩阵 , 常 称 之 为 忆 型 矩阵 类 )， 

当 4 为 三 阶 和 矩阵 时 ,有 以 下 四 个 充 要 条 件 ， 

(10) 4 = (a, ) 为 正 稳 定 的 充 要 条 件 是 deth > 0, 自 det4 > 
(A + Azs 十 As (a11 十 az 十 asy). 

(11) 4 为 强 稳定 的 充 要 条 件 是 和 4 E Pi ,日 4 为 正 稳定 . 

(12) 4 为 D- 稳定 的 充 要 条 件 是 
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(VauAi 十 VazsAa 十 VassAss)’ > detA 
(13) 4 为 V. 工 .稳定 的 充 要 条 件 是 4 E P, 和 是 同时 满足 
Pi(y) = (aisy 十 asl) 一 4ailassy<< 0 
P,(y) = (Asy+ Ais)’:—4asAny<=0 
其 中 A, 是 det4 中 元 素 a, 的 代数 余子 式 . 
近年 来 ,对 于 非 低 阶 特殊 矩阵 稳定 性 的 判别 工作 有 了 一 些 新 
的 研究 中 ,如 对 于 三 对 角 和 矩阵 


J, = (c,a,0)1 一 


其 中 4 二 a 十 azj,6 三 屿 十 jc 一 cl 十 caj, 则 有 : 
对 于 一 切 n 宇 3,4 为 正 稳定 的 必要 条 件 是 
al VC 十 ci 和 天 十 (c 一 0)2 
对 于 一 切 n 宇 3,4 为 正 稳定 的 充分 条 件 是 
ai > Vb e) (cs OO— 6) 
对 于 一 般 的 实 三 对 角 和 矩阵 


J» 一 (al1yp,c)1 一 


ca 1 0 
其 中 ac, 天 0 (i==1,2,…,n 一 1), 它 是 V.L. 稳 定 的 充 要 条 件 是 
(a,1,6b,.,c.)? 的 所 有 主子 式 的 值 为 正 . 
若 在 J, 一 (Ca bc) 中 有 ac, >0 (一 1, 2 一 1) ,此 
时 J, 是 Jacobi 和气 阵 ,对 它 有 下 面 的 结果 . 
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车 J, 二 (a1,6,;c)? 为 Jacobl 和 矩阵 , 则 下 列 5 个 命题 等 价 ， 

(14) J 的 顺序 主子 式 的 值 为 正 . 

(15) J 是 正 稳 定 的 . 

(16) 几 是 D- 稳定 的 . 

(17) J, 是 强 稳定 的 . 

(18) J, 是 V. 工 . 稳定 的 ， 

至 于 循环 矩阵 的 稳定 性 问题 ,已 有 一 些 结果 , 留待 8$7.5 中 
介绍 . 

关于 稳定 性 的 数值 判定 ,工程 中 多 使 用 的 是 Routh-Hurwitz 
判别 方法 "” ,但 使 用 起 来 不 太 方 便 . 近年 来 提出 利用 前 面 论述 的 
充 要 条 件 判别 正 稳定 的 方法 ,还 很 不 完善 ,有 待 于 进一步 研究 更 有 
效 的 判别 方法 . 


习 题 7.1 
1. 者 和 二 (as )wo 为 正定 矩阵 ,证 明 
| 
且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 4 为 对 角 和 矩阵 ， 


2. 证 明 Hadamard 不 等 式 : 设 4 是 ” 阶 实 矩 阵 , 则 
(之 四 ) (Zs J ( 2 ) 
提示 :利用 (det4): = det(4T4) = detB 过 [Te. 

3. 阁 4 为 非 负 定 和 矩阵 ,求证 detC(4 十 DD 1， 且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 
A=0. 
提示 : 设 4 = Pdiag(41， A2，…,A,)Pr ,计算 det(4 十 也. 
4. 若 分 块 抢 阵 
A 8B 
Ws 


为 正定 ,求证 detM 委 det4 。detD. 


det4 扫 
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5. 设 $S 是 实 对 称 正定 矩阵 ,证 明 : 对 任意 列 向 量 x 和 y, 都 有 
(x'Sy)’ < (x'Sxr)(y'Sy) 
6. 若 第 4 题 的 矩阵 M 为 正 稳定 , 则 D 一 B"4 1B 亦 为 正 稳定 和 矩阵. 
7. 设 4,B8 分 别 是 n 阶 的 正定 和 非 负 定 和 矩阵 ,求证 
det(A4 十 B) 之 detA 
且 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 B= 二 0. 
8. 设 4 为 n 阶 实 对 称 和 矩阵,x 为 任 一 7 维 列 向 量 , 则 必 有 
Mx XEXTAX CA Xx 
式 中 Ai,4, 分 别 为 4 的 最 大 和 最 小 特征 值 . 
9. 判别 下 列 各 和 矩阵 的 稳定 性 : 
] 2 3 
(1) 人 ,| (2) | 1 2 
3 1 
10. 设 n 阶 实 和 矩阵 和 4 二 《a, ) ww 为 严格 ( 强 ) 对 角 占 优 和 矩阵 , 目 as。 汪 0 (: 
二 1,2,…，,2), 则 4 为 正 稳定 矩阵 , 且 deth > 0. 
11. 若 4 为 正定 ,如 为 非 负 定 , 且 A 和 4 宇 刀 , 则 A 和 4 宇 B ( 注 : 4,B 均 为 
Hermite 和 矩阵)， 
12. 设 A,B 均 为 n 阶 Hermite 矩阵 , 且 至 少 有 一 个 是 正定 的 , 则 4B 必 相 
似 于 对 角 气 阵 . 


37.2 对 角 占 优 矩 阵 


19 世纪 未 ,人 们 在 研究 行列 式 的 性 质 和 值 的 计算 时 ,就 注意 
到 对 角 占 优 ” 这 一 性 质 . 强 ( 严 格 ) 对 角 占 优 和 矩阵 与 不 可 约 对 角 占 
优 和 矩阵 的 概念 , 早 为 人 们 所 熟知 . 20 世纪 60 年 代 以 来 ,又 陆续 提出 
了 上 有 具 非 零 元 素 链 对 角 占 优 和 矩阵 、 拟 对 角 占 优 和 矩阵 、 半 强 对 角 占 优 算 
阵 (Beauwens,1976) 等 一 系列 概念 .本 节 将 系统 地 介绍 它们 . 


一 、 强 对 角 占 优 与 不 可 约 对 角 占 优 和 矩阵 
对 角 据 优 矩 阵 的 概念 ,读者 已 有 所 了 解 , 现 再 将 它 定义 如 下 : 
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设 n 阶 和 矩阵 4 > 《2 满足 
| as | >Noal (= 1,2,.,n) (7. 2. 1) 


则 称 4 为 行 对 角 占 优 矩阵 . 
类 似 地 还 可 定义 列 对 角 占 优 的 概念 . 行 对 角 占 优 矩 阵 与 列 对 
角 记 优 抢 阵 统称 为 对 角 占 优 和 矩阵 . 


以 下 主要 介绍 行 对 角 占 优 的 情况 ,至 于 列 对 角 占 优 的 情况 也 
有 类 似 的 结果 . 
设 n 阶 和 矩阵 A 二 (ay ) wn 满足 
lal>2 No) G=1,2,%,n) (7.2.2) 


则 称 4 为 强 对 角 占 优 矩阵 ( 实 为 行 强 对 角 占 优 , 这 里 略 去 “ 行 ” 
字 ). 

如 果 4 为 强 对 角 占 优 和 矩阵 , 则 4 非 奇异 ( 见 例 5. 8). 

如 果 三 对 角 抢 阵 J, = 二 (a ,6,,c.)? 具有 强 对 角 占 优 , 则 数值 
解 三 对 角 方 程 组 的 追赶 法 必 可 进行 到 底 . 

下 面 引 入 不 可 约 和 矩阵 的 概念 . 

设 有 ) 阶 矩阵 4 = (av )wx,, 当 n= 1 时 , 若 和 4 的 唯一 的 元 素 不 
为 零 , 则 称 和 为 不 可 约 , 否 则 称 为 可 约 ; 当 n 实 2 时 ,把 正 整 数 1,2， 
…,n 的 全 体 记 为 N ,车 存在 一 个 非 空 集合 KK, 它 是 N 的 真子 集合 
( 即 KCN, 但 KK 关 N) 使 

ca 一 0 (1€EK,,E€E KR) 
则 称 4 为 可 约 和 矩阵 ,否则 称 为 不 可 约 和 矩阵 . 
例如 , 当 抑 阵 4 分 块 为 


其 中 A 是 7 阶 方 阵 ,A,， 是 n 一 r+ 阶 方 阵 ,1 之 r+r 二 nn. 如 果 42 为 零 
和 矩阵 , 即 
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A,， 有 4 
| 时 (7. 2. 3) 


则 4 为 可 约 和 矩阵. 事实 上 , 此 时 取 集 合 天 = 和 ,2,…,r}, 由 于 
Azi 一 O, 便 得 ay 一 0 (1 EK,) € K). 如 果 不 是 A,i 一 O, 而 是 4)， 
一 O, 取 集合 开 = {r 十 1,r 十 2,…,n), 便 知 和 4 仍 为 可 约 矩 阵 . 因此 ， 
有 的 作者 以 能 求 得 置换 矩阵 PP, 使 P4P - 呈 式 (7.2.3) 的 形状 作为 
可 约 和 矩阵 的 定义 ,不 呈现 式 (7. 2. 3) 者 称 为 不 可 约 和 矩阵 . 
如 果 线 性 方程 组 
Arx=b 
的 系数 矩阵 4 可 约 时 , 则 可 找到 置换 矩阵 P 了 ,使 A4 呈 
PAP" 一 > wa 
O A, 
于 是 原 方程 组 可 化 为 
PAP'™(Px)= Pb 
依次 记 y = Px[y! 六 ]' 和 = Pb[ 了 bi], 就 有 
Aiiyi Ay = hb 
| A y 一 b, 
于 是 方程 组 化 为 两 个 独立 的 低 阶 方程 组 , 比 直 接 解 原 方程 组 要 方 
便 、 简 单 . 
同样 ,4 的 特征 多 项 式 也 化 为 两 个 低 阶 矩阵 的 特征 多 项 式 的 
如 果 三 对 角 和 矩阵 J, = (a,i1,06,;c,)? 满足 ac, 关 0 (i = 1,2， 
…,n 一 1), 则 J, 是 不 可 约 的 ,请 读者 完成 证 明 . 
设 n 阶 和 矩阵 A 二 《as ),xs 满足 下 面 三 个 条 件 : 
(1) 4 为 对 角 占 优 和 矩阵 ; (7:2.4) 
(2) 为 不 可 约 和 矩阵 ; 
(3) 严格 不 等 式 | a, | 二 > | a,| 至 少 对 一 个 下 标 : E 六 
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成 立 . 

则 称 4 为 不 可 约 对 角 占 优 矩 阵 . 

不 可 约 对 角 占 优 和 矩阵 与 强 对 角 占 优 和 矩阵 具有 如 下 性 质 . 

设 n 阶 和 矩阵 和 4 二 (a )wxa 为 强 对 角 占 优 或 不 可 约 对 角 占 优 , 且 
B==I 一 D 4, 其 中 D = diag(ai，azzs，…,am),a。 关 0， 则 
p(B) <1, 上 且 det4 关 0( 即 A 和 非 奇 异 ). 


一 2 1 
例如 , 令 A 一 | 。|, 显 见 4 为 强 对 角 占 优 . 而 


0 到 
B=I—D'A= 
0 


其 特征 值 为 1,(B) 一 士 1, 故 p(B) 二 1, 目 deth 天 0， 


者 寻 阶 和 矩阵 4 一 (ay ) wo 为 强 对 角 占 优 或 不 可 约 对 角 占 优 , 且 
Qs >>0(4 三 1 22)， 则 Rel(4) >0 (一 1 2,…,2)， 旧 
det4 > 0. 

这 就 表明 ,具有 正 对 角 元 素 的 强 对 角 占 优 或 不 可 约 对 角 占 优 
的 矩阵 是 正 稳定 的 . 


二 、 具 非 零 元 素 链 对 角 占 优 和 矩 阵 


具 非 零 元 素 链 对 角 占 优 矩 阵 4 二 (a, ),, 是 指 4 满足 以 下 三 
个 条 件 : 
(1) | a。 | 次 六， | a， | (人 一 1),2, 7); 
了 天 
(2)K={kEN||an|>> 1ow |) 关 名 @, 即 NN 中 至 少 有 
1 
一 个 :满足 不 等 式 
Ras | Sy 3 
J 天 1t 
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(3) 对 于 :E N, 若 ;车 开 , 则 必 存 在 如 下 的 非 零 元 素 序 列 ( 称 
为 连接 下 标 : 和 & 的 非 零 元 素 链 , 其 中 每 个 元 素 都 不 为 零 , 并 且 
kE RKR) 
CQa dr "Qk 
已 经 证 明 ,者 矩阵 4 为 强 对 角 占 优 或 不 可 约 对 角 占 优 , 则 4 必 
为 具 非 零 元 素 链 对 角 占 优 和 矩阵 . 但 反之 则 不 然 , 例 如 ,3 阶 和 矩阵 


1 1 0 
1 
1 
0 一 也 1 
不 是 强 对 角 占 优 , 也 不 是 不 可 约 对 角 占 优 ,而 是 具 非 零 元 素 链 对 角 
占 优 和 矩阵 . 
对 于 nn 阶 具 非 零 元 素 链 对 角 占 优 和 矩阵 和 A = (ay )wx,, 有 以 下 两 
个 结果 . 
(1) 令 B=1I 一 D"iA, 其 中 DD= diag(an, azss， ,am),as 关 
(2) 当 a, >>04 人 一 1,2…,2) 时 ,Rel(A) >>0(i= 1,2, 
sb 
第 (2) 个 结果 表明 , 当 4 为 n 阶 具 非 零 元素 链 对 角 占 优 和 矩阵 ， 
目 对 角 元 素 为 正 时 ,4 为 正 稳定 和 矩阵. 


三 、 拟 对 角 点 优 和 矩阵 


如 果 对 阶 矩 阵 4 三 (ay )wo 存在 正 对 角 和 矩阵 DD ,使 AD 为 强 
对 角 占 优 和 矩阵 , 则 称 4 为 拟 对 角 占 优 矩 阵 . 
例如 ,对 4 阶 矩 阵 
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1 1 1 1 
0 1 1 1 
A= 
0 0 1 1 
0 0 0 1 
1 1 
取 D= diag (1, pr 言 ), 风 
1 1 1 
“7 
1 1 1 
DP 
AD = 1 
0 0 玫 8 
1 
0 0 0 吝 


为 强 对 角 占 优 , 故 4 为 拟 对 角 占 优 矩 阵 . 
可 以 证 明 , 拟 对 角 占 优 和 矩阵 的 主 对 角 元 素 都 不 为 零 , 且 强 对 角 
占 优 矩阵 .不 可 约 对 角 占 优 矩 阵 以 及 具 非 零 元 素 链 对 角 占 优 矩 阵 
都 是 拟 对 角 占 优 和 矩阵 . 
这 里 指出 , 拟 对 角 占 优 和 矩阵 的 定义 还 可 改 为 : 设 A = (a, ) wx， 
若 存 在 n 维 向 量 x = (& ,&,…,&,) 二 0, 使 
[ol DD la lb Ge Ll) TEED 


成 立 , 则 称 4 为 拟 对 角 占 优 和 抢 阵 , 

同样 可 以 定义 按 列 为 拟 对 角 占 优 矩 阵 , 上 且 可 证 明 二 者 是 等 
价 的 . 

拟 对 角 占 优 和 矩 阵 和 A = (av )w。 具有 这 样 的 性 质 :4 的 对 角 元 素 
as 天 0 (1 二 1,2,*…,n), 且 deth 关 0; 车 更 有 a, 守 0 (= 1,2,…， 
n), 则 ReX,(4) 汪 0 (i = 1,2,.…,n),H deth > 0. 

这 就 是 说 ,有 正 对 角 元 素 的 拟 对 角 占 优 和 矩阵 是 正 稳定 的 . 
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拟 对 角 占 优 和 矩阵 的 判别 方法 如 下 : 
和 矩阵 4 为 拟 对 角 占 优 矩 阵 的 充 要 条 件 是 存在 正 对 角 和 矩阵 D， 
和 D; ,使 矩阵 DAD; 为 强 对 角 占 优 和 矩阵 . 


四 、 半 强 对 角 占 优 和 矩阵 


如 果 妹 阶 矩 阵 4 二 (a, ) 为 对 角 占 优 , 即 有 
las | Dio) GG=1,2,.,n) 
z+ 


并 且 满 足 如 下 的 严格 不 等 式 
[o> lo (1 = 2,3,°",n) (7. 2. 6) 


则 称 4 为 下 半 强 对 角 占 优 矩 阵 ; 如 果 存 在 置换 矩阵 已, 使 PAP 为 
下 半 强 对 角 占 优 , 则 称 4 为 半 强 对 角 占 优 和 矩阵 . 

半 强 对 角 占 优 和 矩阵 与 具 非 零 元 素 链 对 角 占 优 和 矩阵 之 闻 的 关系 
如 下 : 

2 阶 矩 阵 4 二 (a, )wxs 为 半 强 对 角 占 优 的 充 要 条 件 是 4 为 具 非 
零 元 素 链 对 角 占 优 . 

这 就 是 说 , 半 强 对 角 占 优 抢 阵 实际 上 就 是 具 非 零 元 素 链 对 角 
占 优 和 矩阵 . 

2 阶 矩 阵 4 二 (a );x 为 不 可 约 对 角 占 优 的 充 要 条 件 是 4 为 半 
强 对 角 占 优 和 不 可 约 ， 

各 对 角 占 优 和 矩阵 类 之 间 有 如 下 关系 : 


强 对 角 占 优 2 
具 非 零 元 素 链 对 角 占 优 
半 强 对 角 占 优 


对 角 占 优 拟 对 角 占 优 
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不 可 约 对 角 占 优 后 半 强 对 角 占 优 和 不 可 约 

A 为 拟 对 角 占 优 参 DAD; 为 强 对 角 占 优 

由 以 上 论述 可 见 , 从 强 对 角 占 优 矩 阵 类 到 拟 对 角 占 优 和 矩阵 类 ， 
可 以 视 为 右 乘 以 正 对 角 和 矩阵 (或 拟 似 变换 ) 扩张 而 来 . 这 种 扩张 把 
其 他 各 类 对 角 占 优 和 矩阵 都 包含 进去 了 . 有 趣 的 是 ,这 一 扩张 还 是 饱 
和 的 , 即 如 存在 正 对 角 怎 阵 卫 ,使 4D 为 拟 对 角 占 优 , 则 4 仍 为 
拟 对 角 占 优 . 因此 ,如 果 要 进一步 扩张 拟 对 角 占 优 和 矩阵 类 ,就 要 用 
比拟 似 变换 更 为 广泛 的 变换 ， 

各 类 对 角 占 优 矩 阵 在 实际 中 经 常 遇 到 . 许多 文献 讨论 了 基本 
迁 代 法 ( 指 Jacobi，Seidel 及 SOR 迭代 法 ) 的 收 伍 性 与 这 些 和 矩阵 类 
的 关系 ,例如 James 等 人 给 出 了 下 述 两 个 结果 '51. 

考虑 对 角 线 元 素 全 为 1 的 矩阵 A, 有 以 下 结论 . 

(1) 在 4 为 不 可 约 的 工 - 矩阵 (具有 正 对 角 元 素 而 主 对 角 线 外 
的 元 素 非 负 ), 则 A 和 的 Jacobi 及 Seidel 迭代 法 收敛 的 必要 条 件 是 A 
为 拟 对 角 占 优 . 

(2) 设 A= 二 I 一 L 一 UU 为 不 可 约 矩 阵 , 且 LL 与 U 分别 是 元 素 非 
负 的 严格 下 三 角 和 矩阵 和 严格 上 三 角 和 矩 阵 , 则 当 0 二 ww 过 1 时 ,4 的 
SOR 迭代 法 收敛 的 必要 条 件 是 4 为 拟 对 角 占 优 . 

对 于 对 角 线 元 素 非 零 的 矩阵 A, 可 以 取 可 道 对 角 算 阵 D 和 
D: ,使 得 4 = D1AD; 的 对 角 线 元 素 全 为 1. 参考 文献 [45] 表明 ,对 
A 的 SOR 和 迭代 法 收敛 的 充 要 条 件 是 对 4 的 SOR 渤 代 法 收敛 ; 若 A 
对 角 占 优 , 则 对 4 的 Jacobi 迭代 法 与 Seidel 迭代 法 均 收 全 . 

20 世纪 40 年 代 还 出 现 了 有 关 基 本 迭代 法 的 Stein-Rosenberg 
定理 , 

设 A4= 二 =D 一 L 一 U, 其 中 DD= diag(aun，, azs，…,am);L,U 分别 
为 严格 下 三 角 与 严格 上 三 角 和 矩阵 , 记 上 = 矿工 ,三 = Dn'U, 且 
Jacobi 和 矩阵 B= 上 十 上 0 为 非 负 矩阵 ; 又 如 为 Seidel 矩阵 (了 B. = 
(一 om CU+O ND, YSo=1 时 ). 则 下 列 互 斥 关系 有 和 且 
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仅 有 一 个 成 立 : 

(1) p(B) = p(B1) = 0. 

(2) 0 < p(Bi) < p(B) < 1. 

(3) 1 = p(B) = p(Bi). 

(4) 1 < p(B) < p(Bi). 
于 是 B 与 B 同时 收敛 或 同时 发 散 . 

20 所 纪 50 年 代 则 有 关于 SOR 迭代 法 的 Ostrowski-Reich 定 
理 . 近年 来 ,国内 外 学 者 对 上 述 几 个 定理 加 以 改进 或 推广 ,其 中 高 
益 明 在 1981 年 高 校 第 三 次 计算 数学 学 术 会 议 上 宣布 了 一 个 结果 : 
如 果 和 矩阵 A 为 广义 的 不 可 约 L- 矩阵 ( 即 存在 非 奇异 对 角 和 矩阵 P,Q 
使 PAQ 为 L- 矩阵 ) , 则 A 的 Jacob1 和 Seidel 迭代 法 收敛 的 充 要 条 
件 是 4 为 拟 对 角 占 优 . 该 结果 较 深 刻 地 描写 了 拟 对 角 占 优 与 基本 
迭代 法 收敛 性 的 关系 . 


五 、 块 对 角 占 优 矩 阵 


将 对 角 占 优 和 矩阵 概念 推广 到 分 块 矩 阵 的 情形 ,是 Feingold 等 
人 :52 在 Pacific J。 Math. (1962) 讨论 Gerschgorin 圆 盘 定理 的 推 
广 时 提 到 的 . 他 们 给 出 了 分 块 强 对 角 占 优 及 分 块 不 可 约 对 角 占 优 
的 概念 , 即 把 2 阶 矩 阵 4 二 (as )wxs 划分 为 分 块 矩阵 


A 一 (A, ) NxN 
其 中 4, 均 是 可 逆 和 矩阵 , 若 有 
A212 > 4 GG= 1,2,.,N) (7. 2.7) 


则 称 4 为 按 行 分 块 对 角 占 优 ; 若 式 (7. 2.7) 的 不 等 号 严格 成 立 , 则 
称 4 为 按 行 分 块 强 对 角 占 优 矩 阵 . 有 时 简称 块 对 角 占 优 及 块 强 对 
角 占 优 . 

一 般 说 来 , 块 对 角 占 优 抢 阵 不 一 定 是 对 角 占 优 和 矩阵 . 例如 ,对 
于 矩阵 
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0 1 0 0 
2 1 | 
a J 5 0 
和 
了 2 21 22 
3 . 3 
0 0 1 0 
而 言 ， 如 采用 co- 范 数 , 则 41za 一 1413 = 二， 
1 
| hz = 1A. = 村 显 见 4 是 块 对 角 占 优 ,而 不 是 对 角 


占 优 . 

如 果 B 二 (4, | ) wn 不 可 约 , 则 称 4 为 块 不 可 约 . 

可 以 证 明 , 对 于 和 矩阵 和 二 (和, )wxw, 若 下 列 二 条 件 中 有 任何 一 
个 成 立 , 则 4 为 非 奇 异 矩 阵 . 

(1) 4 为 块 强 对 角 占 优 ; 

(2) 4 为 块 不 可 约 对 角 占 优 , 且 式 (7. 2. 7) 中 至 少 有 一 个 不 等 
号 成 立 . 

和 矩阵 4 的 具 非 零 元 素 链 对 角 占 优 , 半 强 对 角 占 优 , 拟 对 角 占 优 
等 定义 和 性 质 ,都 已 相应 推广 到 分 块 矩阵 的 情形 . 值得 指出 的 是 ， 
块 强 对 角 占 优 的 条 件 可 减弱 为 


> ,14z4, | <1 (7.2.8) 


至 于 其 他 类 型 的 条 件 同样 可 以 减弱 . 

最 后 需要 指出 的 是 ,到 目前 为 止 ,对 角 占 优 、 块 对 角 占 优 已 有 
不 少 的 类 型 出 现 , 但 除了 强 对 角 占 优 和 不 可 约 对 角 占 优 比较 容易 
直接 判别 外 ,其 他 类 型 在 判别 问题 上 仍然 缺少 有 效 的 方法 ,值得 进 
一 步 研 究 .为 外 ,研究 具有 以 各 种 对 角 占 优 和 矩阵 为 系数 矩阵 的 线性 
方程 组 迭代 解法 的 收敛 性 ,也 有 一 定 的 价值 . 
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习 题 7.2 


1. 设 矩 阵 4 为 强 对 角 占 优 或 不 可 约 对 角 占 优 ,直接 证 明 齐 次 线性 方程 组 
Ax = 二 0 只 有 零 解 . 

2. 设 和 矩阵 4 为 强 对 角 占 优 或 不 可 约 对 角 占 优 ,又 4 的 主 对 角 元 素 都 是 正 
值 , 问 4 的 各 主子 矩阵 的 特征 值 实 部 是 否 都 为 正 值 ? 

3. 设 和 矩阵 4 的 阶 数 大 于 1, 证 明 4 为 不 可 约 矩 阵 的 充 要 条 件 是 对 于 六 = 
{1,2,…,n} 中 的 任意 两 个 数 : 与 (1 关 )), 都 存在 连接 1 与 ; 的 非 零 元 素 链 . 

4. 若 存在 正 对 角 和 矩阵 了 ,使 矩阵 4D 为 半 强 对 角 占 优 , 则 称 4 为 拟 半 强 对 
角 占 优 和 矩阵 . 试 对 拟 半 强 对 角 占 优 矩 阵 与 拟 对 角 占 优 和 矩阵 作 比 较 . 

5. 设 4 为 拟 对 角 占 优 矩 阵 , 卫 为 正 对 角 和 矩阵 , 问 4D 十 D4 是 否 仍 为 拟 对 
角 占 优 和 矩阵 ? 

6. 对 称 正 定 矩 阵 是 否 为 拟 对 角 占 优 和 矩阵 ? 

7. 设 和 矩阵 4 为 对 角 占 优 , 且 为 拟 对 角 占 优 , 问 4 是 否 为 具 非 零 元 素 链 对 
角 占 优 ? 


97.3 非 负 和 矩阵 


本 节 讨 论 非 负 和 矩阵 .单调 矩阵 与 矩阵 的 正则 分 裂 等 概念 . 
一 、 非 负 和 矩阵 


若 n 阶 实 和 矩阵 A = (ay ) 满足 ay 辫 0 (7 二 1,2,…,n), 则 
称 A 为 非 负 矩阵 , 记 为 4 将 0i 若 ay >0 (4, 二 1,2,…,n), 则 称 
A 为 正和 矩阵 , 记 为 4>0. 

例如 , 零 矩 阵 是 非 负 和 矩阵 . 若非 负 符 阵 4 同时 不 是 零 矩 阵 , 则 
记 为 4 宇 O( 注 意 符号 疡 和 之 的 区 别 ). 又 若 B= (6b,)wxs E R™， 
则 以 其 元 素 的 绝对 值 | 5，| 为 元 素 的 矩阵 也 是 非 负 矩阵, 常 记 为 
1B|. 

类 似 地 ,把 一 个 没有 负 分 量 的 向 量 x 称 为 非 负 向 量 , 记 为 
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x 之 0; 当 非 负 向 量 x 同时 不 是 零 向 量 , 则 记 为 x 宇 0; 又 把 分 量 都 
是 正 值 的 向 量 x 称 为 正 向 量 , 记 为 x > 0. 

非 负 和 矩阵 不 仅 在 实际 中 经 常 出 现 , 而 且 是 学 习 数 值 代数 中 的 
一 些 和 矩阵 ,如 M 和 矩阵 ( 即 若 4 二 (a, ),x, € Re 的 主 对 角 线 外 的 元 
素 为 非 正 值 , 即 a, 委 0 (i 关 )), 且 4! 之 0, 则 称 A4 为 M 和 矩阵 ) 的 
三 角 分 解 及 特征 值 等 问题 的 基础 . 它 来 源 于 这 样 的 事实 :对 于 和 矩阵 
A4ER” 及 非 负 和 矩阵 | 4 | 而 言 , 它们 的 谱 半 径 满 足 关系 
P(A) pl| 441). 

下 面 不 加 证 明 地 介绍 非 负 不 可 约 和 矩阵 的 Perron-Frobenius 理 
论 的 一 些 主要 结果 521. 

定理 7.1 设 4AE R" 是 非 负 不 可 约 矩 阵 , 则 有 结论 : 

(1) 4 有 一 正 实 特征 值 恰 等 于 它 的 谱 半径 o(4); 

(2) 属于 特征 值 p(4) 有 一 正 特 征 向 量 ; 

(3) 当 4 的 任意 元 素 ( 一 个 或 多 个 ) 增加 时 , 谱 半 径 o(4) 不 
减少 . 

定理 7.2 设 AE€ R”™ 为 非 负 和 矩阵 , 则 有 结论 ，; 

(1) 4 有 一 非 负 特 征 值 恰 等 于 它 的 谱 半径 o(4); 

(2) 属于 特征 值 pC(4) 有 一 非 负 特征 向 量 ; 

(3) 当 A 的 任意 元 素 ( 一 个 或 多 个 ) 增加 时 , 谱 半径 po(4) 不 
减少 . 

例如 ,对 非 负 不 可 约 和 矩阵 


上 2 
2 
0 2 1 


而 言 ,其 谱 半 径 p(4) = 1 十 V10 就 是 它 的 一 个 特征 值 , 而 属于 
2(4) 的 正 特征 身 量 是 (1, V10 ,2)7. 
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二 、 单 调和 矩阵 
如 果 一 个 款 阶 实 矩 阵 4 的 道 和 矩阵 4- 之 0, 则 称 4 为 单调 
矩阵 . 


例如 和 矩阵 
1 1 
LB 
和 = ] (7. 3. 1] ) 
0 1 一 万 
0 0 1 
的 逆 和 矩 阵 为 
1 
2 8 
A 1 | 宇 0 
0 1 
0 0 1 
故 4 为 单调 矩阵. 


若 4 为 单调 矩阵 , 则 4 是 非 奇 异 的 . 于 是 线性 方程 组 hx 二 6 
有 了 唯一 解 x 二 (& ,名 ，… ,6) ,并 有 如 下 结果 . 
设 A 为 单调 矩阵 , 若 能 找到 向 量 x = (6 名) ”和 
x = (6 ,bz se S20 分 别 使 Ax’ b,Ax” 之 b, 则 有 估计 式 
x XC (7. 3. 2) 
或 
& CE (GQ=1,2,.,n) (7. 3. 2)" 
事实 上 ,由 于 Ax 过 b, 因 此 Ax’ 一 b 才 0. 又 4 是 单调 矩阵 , 即 
有 A 和 4 ' 之 0, 于 是 有 
4-(4x 一 四 ) 委 0 


即 x 一 4 二 0 


390 定 阵 论 


由 x = A “4b, 便 得 


类 似 地 有 WE 


式 (7. 3. 2) 的 意义 在 于 , 当 找 到 了 满足 Ax’ 之 4 的 向 量 x , 便 
直接 得 到 x < x, 即 x 为 解 向 量 xX 的 下 界 . 同样 ,只 要 找到 满足 
4x 之 b 的 x”, 便 知 x 是 xX 的 上 界 . 

作为 式 (7. 3. 2) 的 应 用 ,考虑 线性 方程 组 


名 一 二 和 一 一 0. 6 

一 了 十 名 一 了 和 二 0.6 
] ] (7. 3. 3) 

a T&T 0.6 


它 的 系数 矩阵 4 的 道 和 矩阵 是 
2 有 
6 6 6 6 
2 7 1.2 
6 6 6 $6 
A = >0 
< 1 7 2 
6 6 6 56 
1 2 2 了 
6 6 6 $6 


关 取 x 二 (1.2, 1.2, 1.2, 1.2)7, 容 易 计 算出 
Ax’ = (0.6, 0.6, 0.6, 0.6)T 
于 是 4x <b 
成 立 , 故 所 论 方程 组 的 解 的 下 界 为 & 守 1.2 ( = 1,2,3,4). 实际 
上 ,该 方程 组 的 精确 解 为 
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X 一 (1.21，1.22，1.22，1. 27) 

下 面 给 出 20 世纪 50 年 代 初 由 Collatz 提出 5 的 判别 矩阵 4 
为 单调 矩阵 的 一 个 充 要 条 件 , 它 可 作为 单调 矩阵 概念 的 等 价 条 件 . 

矩阵 4 为 单调 矩阵 的 充 要 条 件 是 可 从 4x 宇 0 推 出 x 之 0, 这 
里 x 是 癌 量 . 

事实 上 ,因为 4 是 单调 矩阵 ,所 以 4 学 O. 若 4x 之 0, 则 必 有 
A-!'Ax 宇 0, 从 而 x 宇 0. 

反之 , 若 可 从 hx 宇 0 推 出 x 宇 0, 则 4 非 奇异 . 事实 上 , 设 
Ax 二 0 有 解 x, 即 Ax 一 0, 于 是 Ax 宇 0, 由 假设 知 x 之 0; 再 由 
A( 一 xX) = 一 AX 二 0, 又 可 推 得 一 x 宇 0. 故 只 能 有 x = 0. 从 而 
hx 二 0 仅 有 零 解 ,所 以 4 非 奇异 , 即 4” 存在 . 

记 qj 为 47! 的 第 j 列 (= 二 1,2,…,n), 则 Aa)' 一 6 之 0. 由 
假设 有 aj! 宇 0. 这 就 是 说 4-! 的 第 7 列 a) 为 非 负 向 量 , 故 4 之 
O. 这 就 证 明了 4 为 单调 矩阵， 

设 4AE Re ,如 果 以 R+ 表示 实 n 维 向 量 集合 R" 的 全 体 非 负 问 
量 所 构成 的 子 集合 , 那 末 前 面 关 于 单调 矩阵 4 的 定义 可 以 改 为 :看 
由 Ax E R3; 可 以 推出 x € R1 ,就 称 4 为 单调 矩阵 . 

当 4ER” 时 ,Mangasarian 在 1968 年 仍然 用 “由 Ax 宇 0 可 
以 推出 x 宇 0” 作 为 4 是 单调 矩阵 的 定义 .如果 注 意 到 此 时 空间 的 
维 数 , 则 用 “车 由 Ax € R? 可 以 推出 x € Ri” 作 为 定义 .他 还 提出 
了 一 些 等 价 条 件 , 其 中 有 么 X7z 和 矩阵 4 为 单调 矩阵 的 充 要 条 件 是 A 
有 一 非 负 左 逆 ( 即 存在 nxXm 非 负 和 矩阵 B ,使 BA = 也 .还 有 一 个 等 
价 条 件 是 KK(4) 二 R14 ,这 里 R+ 是 nn 维 欧 氏 空间 全 体 非 负 向 量 的 集 
合 ; 而 K(4)= 二 {zz|1z=Au,u 宇 0}. 


三 、 算 阵 的 正则 分 裂 及 弱 正 则 分 裂 


设 和 矩阵 4 可 表示 为 
4 一 Q@ 一 人 ， 0O- 之 0， Ss 二 0 (7. 3. 4) 
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则 称 上 述 表 达 式 为 4 的 正则 分 裂 . 如 果 更 有 Cr-18 为 收 伍 矩阵 , 即 
p(Q S) 一 1, 则 称 4 有 收敛 的 正则 分 虱 . 

矩阵 4 为 道 非 负 的 另 一 等 价 条 件 是 4 有 收敛 的 正则 分 烈 . 

与 收敛 的 正则 分 裂 相 联系 的 解 线性 方程 组 hx = b 的 基本 闪 
代 法 是 

xD = QlSx® 十 Or1b (7. 3. 5) 
由 于 迭代 和 矩阵 CS 的 谱 半径 po(C-1S) 一 1, 故 迭代 法 式 (7. 3. 5) 收 
敛 于 4x 一 少 的 唯一 解 ， 

乍 阵 的 正则 分 裂 概念 是 Varga(1960) 引入 的 G9. 之 后 又 出 现 

了 弱 正 则 分 裂 的 概念 , 即 若 矩 阵 4 有 表达 式 

A=0Q0—S$, 0!>0, OS>0 (7. 3. 6) 
则 称 式 (7. 3. 6) 为 4 的 弱 正 则 分 裂 . 如 果 更 有 o(0-:S) 一 1, 则 称 A 
有 收敛 的 弱 正 则 分 裂 . 

和 矩阵 具有 收敛 的 正则 分 裂 和 具有 收敛 的 弱 正 则 分 裂 是 等 
价 的 . 

Plemmons 在 1972 年 把 4 的 正则 分 裂 推广 到 m xz 的 矩阵 ,并 
且 得 到 下 面 的 结果 . 

设 4E R”™ 为 列 满 秩 , 则 4 的 Moore-Penrose 道 A+ 尘 O 的 充 
要 条 件 是 存在 矩阵 $5, 使 得 下 面条 件 成 立 ， 

(1)Q = 二 4 十 S$ 满足 R(S) CRCO), 且 OO; 

(2) O* § > 0; 

(3) p(Q+ $S) 一 1. 

这 里 的 RS) 与 R(Q) 分 别 是 矩阵 $ 与 Q 的 值 域 . 

1975 年 ,Poole 称 满足 A+ 之 0 的 和 矩 阵 A 为 半 单 调 矩 阵 . 4 为 半 
单调 矩阵 的 充 要 条 件 是 由 4x E R? 十 N(4T) 与 x€ RC(AT) 可 推出 
x 之 0, 这 里 的 NC(47) 为 47 的 核 空 间 . 

目前 ,已 发 展 了 各 种 单调 和 矩阵 的 概念 . 例如 , 令 V 为 n 维 向量 
空间 R" 的 子 空间 ,如 果 能 从 hx 宇 0 与 x EV 推出 x 宇 0, 那 么 称 
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4 在 上 是 单调 的 . 令 T 是 六 (4) 的 余子 空间 ( 即 工 + NC4) 一 R"， 
而 工作 NGC4) = (0) , 即 Re" 分 解 为 工 与 N(4) 的 直 和 ), 且 4 在 工 
上 为 单调 , 则 称 和 4A 为 T- 单调 矩阵 . 当 4 对 (4) 的 每 一 余子 空间 工 
均 为 工 - 单调 时 , 则 称 4 为 几乎 单调 矩阵. 

若 和 4 在 R(4T) 上 为 单调 时 , 则 称 4 为 行 单调 (因为 RC(4 ) 为 
N(C4) 的 余子 空间 ( 见 式 (1. 3.21)), 故 和 4 也 是 RC(4T)- 单调 ).4 为 
行 单调 的 充 要 条 件 是 至 少 有 一 个 广义 逆 和 A" 宇 0. 

若 能 从 Ax 宇 0 推出 x E Ri 十 NN(4), 则 称 4 为 弱 单 调 矩 阵 . 

若 对 n 阶 方 阵 和 有 4442 E 4424， 目 4A42 之 O, 则 称 人 和 为 
群 单调 矩阵 . 4 为 群 单调 矩阵 的 充 要 条 件 是 由 4x E R? 十 NGC4 ) 
和 x RA') 可 以 推出 x 之 0. 

以 上 所 介绍 的 各 种 单调 矩阵 ,有 如 图 7. 1 的 包含 关系 . 


> 
Mangasarian 单 调 ” 半 单 调 群 单调 
几乎 单调 一 一 行 单调 
T- 单 调 弱 单 调 
图 ?7.1 
习 题 7.3 


1. 设 n 阶 和 矩阵 A 一 (cv )wo 为 非 负 和 矩阵 , 且 是 非 奇异 的 , 问 逆 和 矩阵 4 ”= 
下 一 (5 )wxn 满足 
by 之 0 (1D),， B 二 0 
的 条 件 是 什么 ? 
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2. 设 矩 阵 4 的 逆 矩 阵 A4-! 是 单调 矩阵, 问 4 是 怎样 的 矩阵 ? 
3. 设 4 为 单调 矩阵 ,x 是 线性 方程 组 4x 一 5 的 唯一 解 , 若 有 向 量 允 沁 袜 ， 
问 是 否 有 Ax 8? 


S37.4 M 算 阵 与 广义 M 算 阵 


在 本 节 中 ,如 无 特别 声明 ,所 讨论 的 矩阵 都 是 实 和 矩阵 . M 矩阵 
(全 称 非 奇 异 M 和 矩阵 ) 及 广义 M 和 矩阵 ,经 常 出 现在 诸如 偏 微分 方程 
的 有 限 差分 法 和 有 限 元 素 法 .经 济 学 中 的 投入 产 出 法 .运筹 学 中 的 
线性 余 问 题 以 及 概率 统计 的 Markov 过 程 等 不 同 的 科技 领域 中 . M 
矩阵 这 个 术语 是 Ostrowski 在 1937 年 首先 提出 的 ,到 现在 有 关 M 
惩 阵 的 系统 研究 或 综述 性 的 文章 已 有 多 篇 ， 如 Fiedler 与 
Ptak(1962) ,Poole 与 Boullion(1974), 以 及 Plemmons(1977) 等 ， 
Plemmons 的 综述 性 文章 列举 了 与 M 和 矩阵 有 关 的 40 个 充 要 条 件 ， 
他 把 这 些 充 要 条 件 分 为 14 类 ,用 英文 大 写字 母 A,B,C,…,M,N 
来 表示 .在 同一 类 中 各 条 件 互相 等 价 , 是 各 条 件 采用 下 标 来 区 分 ， 
但 下 标 实行 统一 编号 . 于 是 有 下 标 1,2,3,… ,39,40. 值得 注意 的 
是 , 当 和 矩阵 的 主 对 角 线 外 的 元 素 为 非 正 值 ( 称 其 为 Z- 型 矩阵 ,定义 
稍 后 给 出 ) 时 ,矩阵 只 要 满足 40 个 条 件 中 的 一 个 , 它 便 是 M 和 矩阵. 
换言之 ,对 主 对 角 线 外 元 素 为 非 正 值 的 矩阵 而 言 ,这 40 个 条 件 都 
是 等 价 的 . 下 面 就 来 介绍 这 40 个 条 件 , 同 时 介绍 特殊 的 M 算 阵 . 这 
就 是 稍 后 将 要 讨论 的 SCStieltjes) 矩阵 以 及 广义 M 矩阵 . 


一 、40 个 充 要 条 件 介 绍 


M 窍 阵 4 的 40 个 充 要 条 件 分 别 如 下 . 

A 类 有 7 个 条 件 : 

A! 矩阵 4 的 全 部 主子 式 都 是 正 值 (当然 包括 全 部 顺序 主子 
式 在 内 ). 
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A; 矩阵 4 的 任意 主子 矩阵 (包括 顺序 主子 矩阵 ) 的 实 特征 
值 都 是 正 值 . 

A。 和 抢 阵 4 十 也 对 任意 非 负 对 角 抢 阵 卫 , 均 为 非 奇 异 怎 阵 . 

A， 对 任意 向 量 x 冯 0 都 存在 正 对 角 和 矩阵 DD, 满足 x 4Dx 0. 

A 对 任意 向 量 x 汉 0 都 存在 非 负 对 角 和 矩阵 D, 满足 
xI4Dx > 0. 

As 和 矩阵 4 = (a, ) 不 改变 任意 向 量 x = (&， &2， 6 ) 
0 的 符号 , 即 至 少 有 一 个 下 标 i, 使 x 的 第 i 个 分 量 $, 和 向 量 Ax 的 


第 ,个 分 量 同 号 , 亦 即 有 >， et 


A， 对 任意 主 对 角 元 素 为 1 或 一 1 的 对 角 和 矩阵 8， 都 存在 向 量 
x > 0, 使 SASx >> 0( 即 是 正 向 量 ). 

B 类 只 有 1 个 条 件 : 

B。 矩阵 4 的 全 部 有 (CR = 二 1,2,…,n) 阶 主子 式 ( 共 有 Cn 个 ) 
的 和 都 是 正 值 . 

C 类 有 2 个 条 件 : 

C。 和 矩阵 4 的 实 特征 值 ,都 是 正 值 . 

Cl。 矩阵 殷 十 of 对 任意 a 0 都 为 非 奇异 矩阵 . 

D 类 有 2 个 条 件 : 

Di， 和 抢 阵 4 的 顺序 主子 式 都 是 正 值 . 

D,。 矩阵 4 能 作 三 角 分 解 4 = LU ,并 使 下 三 角 和 矩阵 工 和 上 
三 角 和 矩阵 UU 的 主 对 角 元 素 都 是 正 值 . 

注意 ,在 Di 中 , 若 限定 工 和 局 之 中 有 一 个 的 主 对 角 元 素 等 于 
1, 则 分 解 是 唯一 的 ;另外 在 也 类 的 条 件 下 ,和 矩阵 和 4 的 顺序 主子 矩阵 
都 能 作 类 似 的 三 角 分 解 . 

E 类 有 2 个 条 件 : 

E,，。 存在 置换 矩阵 了, 使 算 阵 PAP" 的 顺序 主子 式 都 是 正 值 . 

E,， 存在 置换 矩阵 P, 使 矩阵 PAP" 能 作 三 角 分 解 PAP = 
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LU ,并 使 下 三 角 和 矩阵 L 和 上 三 角 和 矩阵 U 的 主 对 角 元 素 都 是 正 值 . 

以 上 五 类 条 件 (A,B,C,D,E) 的 主要 特点 是 其 主子 式 的 正 值 
性 .下面 各 类 条 件 与 其 不 同 , 它 们 是 以 逆 非 负 和 矩阵 .单调 型 矩阵 、 正 
则 分 裂 , 弱 正则 分 裂 、V. 工 . 稳定 、 正 稳定 、 拟 对 角 占 优等 为 基础 而 
建立 的 , 现 介绍 于 下 . 

F 类 有 8 个 条 件 : 

Fis 矩阵 A 是 逆 非 负 的 , 即 4- 存在 日 4-! 宇 0. 

Fe 矩阵 4 是 单调 的 , 即 能 由 4x 宇 0 推出 x 宇 0. 

Fi 和 窍 阵 4 具有 收敛 的 正则 分 裂 . 

Fi。 矩阵 和 A 具有 收 伍 的 弱 正 则 分 裂 . 

Fi 矩阵 4 具有 弱 正 则 分 裂 , 且 存 在 向 量 x > 0, 使 向 量 


Fs。 存在 Mr 之 O 和 Mz 之 O0, 满 足 M 过 4 二 NM 

Fs 存在 M "之 0, 满 足 M 之 4, 并 且 M 4 为 M 和 矩阵 (其 定 
义 见 后 ). 

Fs。 存在 M'! 之 0, 使 M14 为 M 和 矩阵. 

G 类 只 有 1 个 条 件 : 

Gz 怎 阵 4 的 任意 弱 正 则 分 裂 都 是 收敛 的 ( 即 如 4 有 弱 正 则 
分 裂 , 则 该 弱 正 则 分 裂 必 是 收敛 的 ). 

H 类 也 只 有 1 个 条 件 : 

Ha 和 矩阵 4 的 任意 正则 分 裂 都 是 收敛 的 . * 

1 类 有 4 个 条 件 : 

js 对 于 和 存在 一 个 正 对 角 和 矩阵 DD ,使 矩阵 AD 十 DAT 为 对 称 
正定 , 即 4 为 V.L. 稳定 . 

le 存在 一 个 正 对 角 和 矩阵 D, 使 B 十 BT 为 对 称 正定 ,其 中 B = 
D1AD. 

I 矩阵 PA 对 于 任意 非 零 半 正定 和 矩阵 了 ,都 有 正 的 主 对 角 
元 素 . 
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ls 和 矩阵 4 的 任意 主子 矩阵 都 满足 条 件 Is. 

J] 类 也 有 4 个 条 件 : 

Js 甜 阵 4 是 正 稳定 的 , 即 4 的 任意 特征 值 的 实 部 都 是 
正 的 . 

Js 存在 一 个 对 称 正定 矩阵 W, 使 矩阵 4 十 WA 为 对 称 
正定 . 

Ja ”矩阵 和 A 十 I 为 非 奇 异 矩 阵 , 并 且 和 矩阵 

G= (4+D (4—D 

为 收敛 矩阵 . 

Js 矩阵 和 十 I 为 非 奇 异 矩 阵 , 并 且 存 在 一 个 对 称 正定 矩阵 
W, 使 W 一 G WG 也 是 对 称 正定 的 ,其 中 G 和 条 件 Js 中 的 相同 . 

K 类 有 3 个 条 件 : 

Ks 和 矩阵 4 是 半 正 的 , 即 存在 一 个 向 量 x 之 0, 使 向 量 
4x 0. 

Ks 存在 一 个 向 量 x 达 0, 使 4x > 0. 

Ks 存在 一 个 正 对 角 抢 阵 卫 ,使 4D 的 全 部 行 和 (一 行 各 元 
素 的 和 ) 都 是 正 值 . 

L 类 只 有 1 个 条 件 : 

Ls 对 于 和 抢 阵 4 3 1 WD 存在 一 个 向 量 x 一 《所 ,6 
多 ) 之 0, 使 向 量 Ax 之 0, 并且 对 于 4x 的 震 分 量 的 下 标 , 必 有 非 零 


元 素 链 和 4x 的 正 分 量 的 下 标 相连 接 , 即 在 >a。é, 一 0 时 , 必 有 非 
零 元 素 序列 


本 0; 
J 一 


_M 类 只 有 1 个 条 件 ; 
Ma， 对 于 和 矩阵 A= 《Cu ) nxn 存在 一 个 向 量 x = (& ,6 , 
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名 ) ”> 0, 使 向 量 4x 之 0, 并 且 


> 盖 0 (z= 1,2,.",n) 
N 类 有 3 个 条 件 : 
Ns。 存在 一 个 向 量 x 汪 > 0, 使 对 于 任意 主 对 角 元 素 为 1 或 一 1 
的 对 角 和 矩阵 $S 都 有 SASx > 0. 


Ns。 和 矩阵 和 4 的 主 对 角 元 素 都 是 正 值 , 且 拟 对 角 占 优 , 即 存在 
一 个 正 对 角 和 矩阵 D, 使 AD 为 强 对 角 占 优 . 

Ni。 和 矩阵 和 4 的 主 对 角 元 素 都 是 正 值 ,并 且 和 与 一 个 强 对 角 占 
优 和 矩阵 正 对 角 相 似 ( 即 存在 一 个 正 对 角 和 矩阵 也, 使 D-:4D 为 强 对 
角 占 优 和 矩阵 ). 

Plemmons 的 综述 性 文章 没有 涉及 条 件 M 和 其 他 条 件 之 间 的 
包含 关系 . 1979 年 Neumann 的 文章 对 此 进行 了 补充 , 现 将 M 矩阵 
40 个 条 件 之 间 的 包含 关系 列 出 ,如 图 7. 2 所 示 . 
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其 中 ,M 表示 存在 置换 矩阵 P, 使 矩阵 PAPT 满足 条 件 Ms. 
关于 M 和 矩阵 的 同类 各 条 件 互相 等 价 性 的 证 明和 40 个 充 要 条 
件 的 证 明 均 很 元 长 ,这 里 略 去 . 


一 、M 和 矩阵 
M 矩阵 有 多 种 等 价 的 定义 . 这 里 采用 逆 非 负 和 矩阵 这 一 种 作为 
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它 的 定义 ,而 把 其 他 定义 作为 它 的 性 质 对 竺 . 
如 果 n 阶 和 矩阵 和 二 (a, ) wxn 的 主 对 角 线 外 的 元 素 非 正 , 且 4” 


为 非 负 和 矩阵 , 即 
a, 和 妇 0( 和 1)，4 之 0 (7. 4. 1 ) 


则 称 4 为 M 和 矩阵. 
显然 $ 7. 3 中 的 方程 组 (7. 3. 3) 的 系数 矩阵 是 M 和 矩阵. 又 如 


三 阶 和 矩阵 
1 
Ts 0 


Ss 
A-! = 1 | 二 0 
0 1 
0 0 1 
主 对 角 元 素 必 为 正 值 . 


由 定义 知 ,M 矩阵 是 非 奇 异 的 ;又 可 证 明 M 矩阵 是 拟 对 角 占 
优 和 矩阵 ;M 和 矩阵 的 转 置 仍 是 M 和 矩阵 . 这 是 因为 (4 ) 一 (4 ), 故 
当 A !' 宇 OO 时 ,有 (4 1)' 之 0, 从 而 (4')"!' 之 0. 

因为 单调 矩阵 不 要 求 主 对 角 线 外 的 元 素 为 非 正 值 ,所 以 单调 
矩阵 不 一 定 是 M 和 矩阵. 例如 ,和 矩阵 (7. 3. 2) 虽 是 单调 矩阵 ,但 它 不 
是 M 矩阵. 

M 和 矩阵 有 一 个 与 强 对 角 占 优 或 不 可 约 对 角 占 优 和 矩阵 类 似 的 


判别 法 则 如 下 . 
令 和 矩阵 息 二 (av )wo 满足 a, 委 0 (i 考 7), 则 A 为 M 和 矩阵 的 充 
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要 条 件 是 a, > 0 (i = 1,2,…,n), 且 矩阵 B= I 一 D7'A4 满足 
2(B) 二 1, 这 里 DD = diag(ail ，azz ，…，am ). 

把 上 面 这 个 结论 应 用 到 三 角 和 矩阵 ,就 可 得 到 如 下 三 角 和 矩阵 为 
M 和 矩阵 的 简单 判别 法 则 . 

三 角 和 矩阵 和 二 (4a, )wxn 为 M 和 矩阵 的 充 要 条 件 是 4a, 盖 0 (i=1， 
2,…,n) 和 a, 过 0 (i 关 )). 

应 用 这 个 结果 立刻 可 知 如 下 的 上 三 角 和 矩阵 


1 
| 
A= | 二 
是 M 矩阵 ,因为 它 的 逆 和 矩阵 是 
?一 2 
43) ~ 49 
73 
| 
3 


a 1 
且 有 a 世 0(Gi 关 7). 
M 和 矩阵 也 有 一 个 和 非 负 和 矩阵 相 类 似 的 性 质 如 下 . 
设 A 为 M 和 矩阵 , 当 有 A 的 任意 元 素 (一 个 或 多 个 ) 增 大 ,但 保持 
主 对 角 线 外 的 元 素 仍 为 非 正 值 时 , 则 所 得 矩阵 C 也 是 M 矩阵， 
县 有 


第 7 章 ”若干 特殊 矩阵 类 介绍 。 401 。 


CA (7. 4. 2) 
M 和 矩阵 是 如 下 的 所 谓 Z -型 矩阵 的 特殊 情况 . 
设 和 A== (a, )。，,, 且 
aj; 0 (和 关 1 171 一 1 2 7) (7. 4. 3) 
则 称 4 为 Z -型 和 矩 阵 . 


M 矩阵 还 有 如 下 一 个 不 包含 在 其 40 个 充 要 条 件 之 内 的 充 要 
条 件 , 并 常用 作 M 矩阵 的 定义 . 

n 阶 和 矩阵 和 4 = 二 (a,) 为 M 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 可 表示 为 
A=sI—B,B=0,f p(B)<:. 

这 就 是 说 ,如 果 A 可 表示 为 

A=sI—B, B>0, po(B)<; (7.4.4) 
则 4 为 M 矩阵. 

定义 式 (7. 4.4) 实际 上 是 和 4 具有 一 种 收敛 的 正则 分 裂 黑 了! 

下 面 介 绍 关 于 M 矩阵 的 三 角 分 解 问题 . 

设 矩 阵 和 = (av )wx 是 Z- 型 矩阵 ,而 且 有 三 角 分 解 4 = LU， 
其 中 工 和 UU 依次 是 下 三 角 M 和 矩阵 和 上 三 角 M 矩阵 , 则 和 4 为 M 
和 矩阵, 

人 们 可 能 会 问 矩 阵 4 在 什么 条 件 下 可 能 有 上 述 的 三 角 分 解 
呢 ? 回 答 如 下 . 

设 和 矩阵 和 二 (a, )w 是 2Z- 型 矩阵 , 且 其 n 个 顺序 主子 式 均 为 正 
值 , 则 4 必 有 三 角 分 解 4 = 二 LU ,其 中 工 为 下 三 角 M 和 矩阵 ,UU 为 单位 
上 三 角 M 矩阵 . 

又 一 个 问题 是 :任意 M 和 矩阵 是 否 必 有 上 面谈 论 到 的 三 角 分 解 
呢 ? 为 了 回答 这 个 问题 , 先 介绍 用 顺序 主子 式 判别 M 和 矩阵 的 方法 . 

首先 指出 ;车 和 4 为 M 和 矩阵 , 则 它 的 n 个 顺序 主子 矩阵 也 都 是 M 
矩阵 . 再 者 , 若 和 4 € R 的 实 特征 值 都 是 正 值 (对 复 特 征 值 无 要 
求 ), 则 det4 > 0， 

由 此 可 以 证 明 用 顺序 主子 式 判 别 M 和 矩阵 的 如 下 结果 . 
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设 4E R”* 是 Z- 型 矩阵 , 则 4 为 M 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 的 
n 个 顺序 主子 式 均 为 正 值 . 

上 面 这 一 -结果 表明 ,车 和 4 是 M 和 矩阵 , 则 它 的 n 个 顺序 主子 式 都 
是 正 值 ,又 因 M 矩阵 是 Z- 型 矩阵 的 特例 , 故 由 前 面 的 结果 可 知 ,A 
有 如 上 要 求 的 三 角 分 解 . 

更 进一步 ,还 有 用 矩阵 4 的 主子 式 来 判别 4 是 否 为 M 和 矩阵 的 
结果 . 
设 矩 阵 和 A 为 Z- 型 矩阵 , 则 和 A 和 为 M 和 矩阵 的 充 要 条 件 是 和 4 的 所 有 
主子 式 都 是 正 值 . L 

现在 介绍 M 矩阵 与 各 种 对 角 占 优 和 矩阵 之 间 的 关系 . 

设 和 和 == (a );wxn 为 Z- 型 矩阵 , 若 a. 盖 0(4G 一 1,2 2) , 且 44 
为 强 对 角 占 优 或 不 可 约 对 角 占 优 , 则 和 4 为 M 和 矩阵. 

设 和 二 (a, )wxs 为 具 非 零 元 素 链 对 角 占 优 的 Z- 型 矩阵 , 且 
as >0( 一 1,2,…,z2), 则 4 为 M 和 矩阵 . 

如 果 拟 对 角 占 优 和 矩阵 4 的 主 对 角 元 素 为 正 值 ,其 余 元 素 均 非 
正 值 , 那 末 4 为 M 阵 . 

如 果 拟 对 角 占 优 和 矩阵 和 = (a, ) wr 满足 a 盖 0 (z= 1,2,…， 
za 世 0 (i 关 ]), 且 算 阵 B= 和 十 47 为 拟 对 角 占 优 , 则 和 A 为 M 
矩阵 . 

设 4 三 (ay );xs E R”™ 为 对 角 占 优 的 Z- 型 矩阵 , 且 a. >0 (sz 
一 1,2,…,n), 则 和 为 M 和 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 为 半 强 对 角 占 优 和 矩 
阵 . 

下 面 介 绍 这 样 一 个 问题 :Z- 型 矩阵 在 其 特征 值 具备 什么 条 件 
时 , 它 才 成 为 M 矩阵 ? 

矩阵 A 为 M 和 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 为 Z- 型 矩阵 ,和 且 其 实 特 征 值 
都 是 正 值 . 

知 4 是 2Z- 型 矩阵 ,又 它 的 同 阶 主 子 式 之 和 都 是 正 值 , 则 4 为 
M 矩阵. 
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n 阶 Z- 型 矩阵 和 4 是 M 和 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 的 主子 式 均 为 
正 值 . 

例如 , 设 三 角 和 矩阵 和 二 (a, )wxs E 及 ”满足 ea. 盖 0 (i= 1,2， 
,nN) ,ay 委 0(z 关 71). 则 因 4 的 2 个 实 特 征 值 ac。 >0, 故 4 为 M 
和 矩阵. 另外 ,由 于 4 的 同 阶 主子 式 之 和 恰 是 正 数 , 故 亦 可 断定 4 为 
M 和 矩阵. 

前 面 已 经 指出 ,M 和 矩阵 的 实 特 征 值 必 为 正 值 . 这 里 介绍 关于 
M 和 矩阵 的 复 特征 值 的 特点 . 为 此 先 介 绍 一 个 预备 性 结果 . 

设 和 矩阵 A 二 af 一 C, 其 中 为 正 值 且 p《C) 二 a, 则 A 和 的 实 特征 
值 为 正 值 ;4 的 复 特 征 值 的 实 部 也 是 正 值 (统称 为 4 的 特征 值 的 实 
部 为 正 值 , 即 4 为 正 稳定 矩阵 ). 

设 和 4 为 M 和 矩阵 , 则 有 为 正 稳定 矩阵 , 

由 此 可 知 ,M 和 矩阵 也 是 正 稳定 矩阵 . 同时 ,M 和 矩阵 也 是 单调 
矩阵 . 

设 A4 为 M 和 矩阵 , 则 的 任意 主子 矩阵 都 是 正 稳定 矩阵 ( 即 任 
意 主子 矩阵 的 特征 值 的 实 部 都 是 正 值 ). 

其 次 介绍 一 下 实 特征 值 为 正 值 的 矩阵 的 情况 . 

和 矩阵 A 的 实 特 征 值 为 正 值 的 充 要 条 件 是 矩阵 4 十 of 对 于 任意 
的 a 宇 0 都 为 非 奇 异 和 矩阵 . 

设 和 A 为 n 阶 Z- 型 矩阵 , 则 和 为 M 和 矩阵 的 充 要 条 件 是 矩阵 
4 十 o 对 任意 的 a 宇 0 都 为 非 奇 异 . 

矩阵 和 4 的 任意 主子 矩阵 的 实 特征 值 为 正 值 的 充 要 条 件 是 矩阵 
和 十 DD 对 任意 非 负 对 角 和 矩阵 DD 都 为 非 奇 异 和 矩阵 . 

例如 ,对 于 三 阶 和 矩阵 

1.74 1 1 
A=| 一 3 1.74 一 1 
一 2 1 1.74 
和 任意 非 负 对 角 扼 阵 卫 = diag(ai ,ds ,qd;), 有 
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det(4 十 D) = (1.74 十 di)(1.74 十 do)(1.74 十 ds) 十 
di 二 2d; 一 3d: 一 5 
由 于 di 之 0,4; 辫 0,ds 辫 0,1.74: 之 5,1.74? 之 3, 因 此 
det( 和 十 D) 二 0 
所 以 矩阵 4 的 主子 矩阵 的 实 特征 值 都 是 正 值 . 
关于 特征 值 实 部 为 正 值 的 矩阵， i 已 
在 37.1 的 “二 ”中 进行 过 介绍 . 
最 后 介绍 一 下 S 矩阵 的 问题 . 
M 和 矩阵 不 一 定 是 对 称 和 矩阵 , 称 对 称 的 M 和 矩阵 为 S 矩阵 . 
例如 式 (7. 3.4) 的 系数 矩阵 就 是 一 个 S 和 矩阵 . 
在 4 为 Z- 型 矩阵 , 则 4 为 S$ 和 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 为 对 称 正 阜 
和 矩阵， 
旱 在 19 世纪 80 年 代 ,Stieltjes 就 指出 :对 称 正定 抢 阵 4 = 
(as )wxn 若 满 足 a, 二 0 (i 关 7), 则 有 4 为 逆 正 矩阵 ( 即 和 4 之 D).20 
世纪 10 年 代 ,Frobenius 在 B>>O 以 及 o(B) 二 :的 条 件 下 ,同样 得 
到 和 == 江 一 B 为 逆 正 和 矩阵. 到 了 20 世纪 30 年 代 的 Ostrowski 以 
后 ,关于 M 和 矩阵 有 了 和 较 多 的 结果 ,上 面 所 介绍 的 只 是 其 中 的 一 
部 分 . 


三 、 广 义 M 和 拖 阵 


假设 4 为 Z- 型 矩阵 ,和 若 减 弱 Plemmons，Neumann 等 人 所 归 
纳 出 的 关于 M 矩阵 的 各 种 条 件 ,就 得 出 所 谓 广 义 M 和 抢 阵 的 概念 . 
例如 可 将 M 矩阵 的 40 个 充 要 条 件 中 相应 的 若干 条 件 减弱 为 : 

A，4 的 全 部 主子 式 的 值 均 为 非 负 的 ; 

A， 4 的 任意 主子 矩阵 的 实 特征 值 均 非 负 ， 

A。 对 于 每 个 正 对 角 型 矩阵 D,4 十 了 为 非 奇异 矩阵 ; 

D,， 4 有 三 角 分 解 A4 = 二 LU, 并且 工 与 UU 的 主 对 角 元 素 均 为 非 
负 值 ; 
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F,， 4 具有 半 收 敛 的 正则 分 裂 . 半 收 敛 指 的 是 limA* 存在 (不 


要 求 极 限 为 零 矩 阵 ); 

Fi。 4 具有 半 收 敛 的 弱 正 则 分 裂 ; 

Lzs 存在 一 个 正 对 角 和 矩阵 也 ,使 AD 十 D4- 为 对 称 半 正定 ; 

由 本 节 “ 二 ”中 减弱 有 关 结 论 的 条 件 而 得 出 下 面 几 条 

4 的 每 个 非 零 特征 值 的 实 部 均 为 正 值 ; 

4 的 每 个 特征 值 的 实 部 均 为 非 负 值 ; 

和 = sI 一 B, 其 中 B 为 非 负 和 矩阵 ,有 自 p(B) 委 5; 

4 是 主 对 角 元 素 均 为 正 值 的 对 角 占 优 和 矩阵 . 

等 等 . 这 一 方面 的 研究 工作 正在 进行 . 

如 果 把 M 和 矩阵 中 的 逆 非 负 条 件 减 弱 为 其 广义 逆 非 负 , 也 可 能 
得 到 各 种 广义 M 和 矩阵. 甚至 可 以 对 长 方 和 矩阵 A € R” 进行 讨论 . 

必须 指出 ,由 广义 逆 非 负 的 条 件 推广 面 来 的 广义 M 矩阵 和 直 
接 减弱 M 和 矩阵 的 条 件 推广 而 来 的 广义 M 和 矩阵 ,不 尽 相 同 . 而 且 , 这 
两 方面 的 推广 ,都 还 有 不 少 工作 可 做 ,特别 是 缺少 系统 的 研究 . 为 
外 ,在 Plemmons 所 综合 的 14 类 条 件 中 ,把 其 中 两 类 以 上 综合 起 来 
( 即 假定 一 矩阵 同时 具有 两 类 以 上 的 性 质 ) 讨论 ,也 是 很 有 意义 
的 . 近年 来 陆续 出 现 了 这 方面 的 研究 工作 , 例如 ,Olesky 和 
Driessche(1982) 讨论 了 单调 型 正 稳定 矩阵 . 


习 题 7.4 


1. 设 矩 阵 4 和 它 的 逆 矩 阵 4 都 是 M 和 矩阵 , 问 4 是 怎样 的 矩阵 ? 

2. 矩阵 4 = 二 (a, )wx 为 M 和 矩阵 的 充 要 条 件 是 wa。 > 0,a, 委 0 (4 天 7J) 以 
及 p(B) < 1, 这 个 结论 是 否 正确 ?这 里 B= I 一 D™” 4h, 而 DD = diag(ail ，azz， 
“a )， 

3. 证 明 M 矩阵 的 任意 主子 矩阵 仍 为 M 和 矩阵. 

4. 单调 矩阵 4 为 S$ 和 矩阵 的 条 件 是 什么 ? 

5. 设 矩 阵 4 和 了 中 都 是 M 和 矩阵 , 间 4 十 B 是 否 为 M 矩阵” 


。406 。 算 阵 论 


6, 设 卸 阵 4 一 (ay )wn 满足 a, > 0,as 委 0(: 兴 7J)， 并 且 是 强 对 角 占 优 
或 不 可 约 对 角 占 优 的 , 问 4 是否 为 M 矩阵 ? 

7. 设 和 二 (a, )wo 为 三 角 和 矩阵 ,并 且 满 足 a。 > 0,a, 委 0 (4 关 7), 证 明 A 
为 M 矩阵” 

8. 设 算 阵 4 为 Z- 型 矩阵 ,又 4 有 三 角 分 解 和 = 工 U ,其 中 工 忆 依次 是 非 
奇异 下 ,上 三 角 和 矩阵 , 且 U 的 对 角 元 素 都 是 1. 若 工 和 LU 中 有 一 个 是 M 矩阵 ， 
问 另 一 个 是 否 必 为 M 和 矩阵? 

9. 设 三 对 角 和 矩阵 J = (ac 为 非 负 和 抢 阵 ,并 且 它 的 顺序 主子 式 都 
是 正 值 . 取 和 抢 阵 护 = (一 bi,a,, 一 c,), 问 j, 是 否 为 M 和 矩阵 ? 

10. 当 和 抢 阵 4 对 于 任意 非 零 向 量 x 都 有 xT4x >>0 时 , 称 和 A 为 正定 和 矩阵 (这 
里 不 要 求 4 为 对 称 和 矩阵 ?中 . 证 明正 定 矩 阵 的 实 特 征 值 都 是 正 值 . 

11. 设 4 是 正定 的 Z- 型 矩阵 (不 要 求 4 对 称 ) ,A 是否 为 M 和 矩阵? 

12. 设 和 矩阵 4 的 顺序 主子 式 都 是 正 值 , 但 未 假设 它 是 Z- 型 矩阵 ,这 时 抑 
阵 和 4 有 怎样 的 三 角 分 解 ? 

13. 试 分 析 下 面 两 个 条 件 之 间 的 关系 . 

(1) 矩阵 4 的 特征 值 的 实 部 都 是 正 值 ; 

(2) 和 矩阵 4 的 顺序 主子 矩阵 的 特征 值 实 部 都 是 正 值 . 

14. 设 和 矩阵 4 的 顺序 主子 式 都 是 正 值 , 是 否 能 推 得 4 的 实 特征 值 为 正 值 ? 

15. 设 4 为 正定 矩阵 (不 要 求 对 称 ), 能 否 推 得 4 的 任意 主子 矩阵 的 特征 
值 实 部 都 为 正 值 ? 

16. 设 4= (a, )wo， 作 一 个 矩阵 M(4)( 仅 是 记号 而 已 ) , 它 的 元 素 m, 定 
义 为 

Nu 一 | oa |， m, 一 一 | al | (7) 
则 称 和 矩阵 M(4) 为 矩阵 4 的 比较 矩阵 . 

《1) 试 证 明 半 强 对 角 占 优 抢 阵 4 的 比较 矩阵 M(4) 必 为 M 和 矩阵 . 

(2) 对 称 正定 矩阵 4 的 比较 矩阵 MC(4) 是 否 为 S 和 矩阵 ? 

17. 设 和 A 为 M 和 矩 阵 ,B 为 Z- 型 矩阵 ,并 且 吾 交 4, 证 明 

detB > det4 


@ 为 了 与 》7.1 中 的 实 正定 矩阵 区 别 起 见 ,通常 称 前 者 为 对 称 正定 矩阵 
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注 ;本题 选 自 Fiedler 和 Ptak 在 1962 年 的 论文 . 
18. 设 半 阶 矩 阵 4 = (a, ),x。 的 元 素 满足 
Untl-: il 一 一 Uy (1, 二 1,2，… ,7) 


则 称 4 为 中 心 对 称 矩 阵 . 试 讨论 这 类 年 阵 为 M 矩阵 的 条 件 . 


3 7.5 Toeplitz 矩阵 及 其 有 关 和 矩阵 


本 节 将 介绍 Toeplitz 矩阵 .Hankel 矩阵 及 其 在 实用 中 较为 重 
要 的 一 些 特殊 矩阵 ,如 循环 和 矩阵 等 . 


一 、Toeplitz 矩阵 与 Hankel 和 矩阵 等 


在 数据 处 理 ` 有 限 元 素 法 、 概 率 统计 以 及 滤波 理论 等 广泛 的 科 
学 技术 领域 里 ,常常 遇 到 在 20 世纪 初 提 出 的 具有 2n 一 1 个 元 素 的 
如 下 nn 阶 矩 阵 ( 位 于 任 一 条 平行 于 主 对 角 线 的 直线 上 的 元 素 全 
相同 ) 


Uo GQ—l UU—2 GU—ntl 
Ul Uo Ul Unt2 
U2 Ul Uo Ud-nt3 
A=|. ， ， C725 
Hn-2 U3 Un-4 Ud-l 
了 Un-2 U3 A Uo 


称 其 为 Toeplitz 矩阵 ,简称 工 矩 阵 ， 
工 和 矩阵 (7. 5. 1) 亦 可 简 记 为 
A Ea CTD LY 
20 世纪 60 年 代 以 来 ,有 关 工 和 矩阵 的 快速 算法 已 有 相当 发 展 . 
60 年 代 中 期 ,Trench 提出 工 矩 阵 的 快速 求 逆 算法 . 几 年 后 Zohar 
进一步 讨论 了 Trench 的 算法 ,他 的 主要 工作 是 对 推导 的 简化 以 及 
把 对 称 正定 条 件 减 弱 为 强 非 桨 异 ( 所 有 顺序 主子 抢 阵 非 奇 异 ). 上 
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述 的 快速 算法 把 通常 求 逆 的 计算 量 (或 计算 复杂 性 ) 从 O(z) 级 减 
少 为 O(m) 级 .60 年 代 末期 以 来 ,还 出 现 了 不 通过 快速 求 北 , 而 直 
接 数值 解 以 T 矩阵 为 系数 矩阵 的 线性 方程 组 的 快速 算法 . 至 于 求 
一 般 工 和 矩阵 特征 值 的 快速 算法 还 较 少见 . 关于 快速 算法 的 文献 可 
参阅 参考 文献 [18]. 

矩阵 的 性 质 不 易 探讨 ,因此 人 们 很 时 就 把 兴趣 集中 在 与 
矩阵 联系 密切 的 矩阵 或 特殊 的 工 和 矩 阵 的 研究 上 ,例如 具有 以 下 形 
式 的 十 1 阶 和 矩阵 ( 沿 着 所 有 平行 于 副 对 角 线 的 直线 上 有 相同 的 
元 素 ) 


day Wi ds 和 a, 
Ul U2 U3 Untl 
Hi 一 |a as 04  … dr |= (a, )?;o (C75.2) 
Un Unt-l Unt2 ee U2n 
称 为 Hankel 矩阵 . 


考虑 用 最 小 二 乘法 求 数据 的 多 项 式 拟 合 曲线 问题 . 
设 (&.,n,) (2 一 1 ,2，……，777) 是 一 组 观测 数据 ,其 中 上 互 异 , 寻 
找 一 个 n 次 非 零 多 项 式 
f(T) = potpnzrt+t+pnr" (nm) 
使 得 
Srp = Dp — f(6)] = 2 = 
达到 最 小 . 由 高 等 数学 知 , 《jo ,yl ，… ,py,) 是 极 值 点 的 必要 条 件 为 


9 
守 2> 8 [En 2 48;] =0 (k= 0,1,.,n) 
Hk 一 1 :二 0 


记 w = > ,有 一 >in,, 则 由 式 (7.5.3) 得 
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> ,at 二 Bi (k = 051 2 ) 72) (7. oD 4) 
ta 站 
写成 矩阵 形式 即 为 
Hu=b (7.5.4)’ 


其 中 Hi 是 式 (7.5.2) 的 Hankel 和 矩阵;w 一 (po ypo) ， 
b 二 (B ,Bi ，…,B,)T. 可见 问 题 转化 为 求解 以 Hankel 矩阵 为 系数 
阵 的 线性 方程 组 问题 . 此 时 还 可 以 证 明 Hankel 矩阵 Hi 是 非 奇 
异 的 .事实 上 ,如 果 detH: 二 0, 则 式 (7. 5.4) 的 导出 方程 组 


> ar = 0 (k= 0,]1,2,..,7n) 
1 二 0 


有 非 零 解 . 将 上 面 方程 组 中 第 & 个 方程 乘 以 px 然后 对 所 有 下 求 
和 , 便 得 


0 一 之 (Dean = Zp Zp 2 = 
es 0 


之 人 (之 nk) (之 Ap) = 2 C2) > uf) 
据 此 就 有 
f(&) = f(6€) = = f(€,)=0 

又 因 m 之 nn, 故 f(x) 三 0, 与 假设 f(x) 关 0 矛盾 . 

在 实际 计算 中 , 当 n 较 大 时 ,例如 nn 宇 7, 虽 然 detHi1 关 0, 但 
其 值 总 是 很 小 的 ,至 使 方程 组 (7. 5.4) 出 现 病 态 情形 . 克服 这 一 缺 
点 是 有 一 些 办 法 的 ,参阅 参考 文献 [6j. 

Hankel 矩阵 可 通过 特殊 的 初等 变换 化 为 工 矩 阵 .事实 上 , 直 
接 可 以 验证 ,用 和 矩阵 


J = (7. 5. 5) 


] 
乘 和 矩阵 Hh ,其 结果 JE 或 Hi 都 是 Toeplitz 矩阵 ,并 且 有 
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(JE 一 五 了 (7.5.6) 
式 (7. 5. 6) 给 出 了 Hankel 短 阵 与 荆 和 矩阵 的 联系 ,从 而 可 把 对 工 矩 
阵 的 研究 转化 为 对 Hankel 矩阵 的 研究 . 


如 果 一 个 蒜 阶 矩阵 4 = (ay );xs 的 元 素 关 于 其 副 ( 次 ) 对 角 线 
对 称 , 即 其 元 素 满足 


ds, = Untl—y, ntl—+ (7. 5: 7) 
则 称 4 为 次 对 称 矩 阵 (Persymmetric matrix). 例如 , 当 ?2 一 4 时 ,有 
U1ll Ci2 Ci Ci14 


U4 U31 421 Cil 
由 式 (7. 5.1) 可 以 看 出 , 任 一 工 矩 阵 都 是 次 对 称 和 矩阵 . 
容易 验证 ,次 对 称 矩 阵 4 满足 下 面 关系 式 
JA'J=A (7. 5. 8) 
注意 到 本 二 了 ,J 二 J ,就 能 由 式 (7. 5. 8) 证 明 4 也 是 次 对 称 算 
阵 ,同时 成 立 有 下 面 关 系 式 


(J4)7T = J4 (7. 5. 9) 
如 果 一 个 阶 和 矩阵 D = (du )wxs 的 元 素 满 足 
i (7. 5. 10) 


则 称 D 为 中 心 对 称 矩 阵 (Centrosymmetric matrix) ,例如 当 n 二 4 
时 ,有 
du di da dns 
ds do ds da 
dy dss dz da 
di dis di di 
容易 验证 ,中 心 对称 矩 阵 D 满足 下 面 关系 式 
JDJ =D (7. 5.11) 
钨 见 ,关于 主 对 角 线 和 次 对 角 线 都 对 称 的 任何 矩阵 4 是 中 心 
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对 称 和 矩阵 . 事实 上 ,如 果 和 4 满足 式 (7. 5.8), 且 有 A" = 4A, 那 末 就 有 
JAJ = 二 4, 即 满足 式 (7.5.11). 又 可 看 出 ,对 称 的 Toeplitz 矩阵 是 
对 称 的 中 心 对 称 和 矩阵 的 特殊 情形 . 2n 阶 的 任 一 中 心 对 称 矩 阵 D 可 


写 为 
A BJ 
p= | | (7. 5.12) 
JB JAJ 


这 里 4 和 B 都 是 n Xn 和 矩阵 ,J 的 定义 如 式 (7.5.5). 在 式 (7. 5. 12) 
中 ,指定 B= 二 JC, 则 有 

od (1.5.13) 
C JAJ 


注意 ,如 果 4,B 都 是 任意 的 中 心 对 称 和 矩阵 , 则 


A B 
[ed 
也 是 中 心 对 称 矩 阵 ， 
对 于 式 (7. 5.12) 的 22 阶 中 心 对 称 抢 阵 了 ,如果 取 2n 阶 正 交 


矩阵 0 = es 了 | ,网 有 


QTDQ = Wy | (7. 5. 14) 
O A+B 

由 式 (7. 5. 14) 得 
detD = det(A + B)det(A— 8B) 


且 有 
C R 
Dp" =| | (7. 5. 15) 
JR JCJ 
其 中 cC= 工 [(4 十 B)- 十 (4 一 B)-] 


io| 一 | 一 


R 一 二 [(4 十 B)- 一 (4 一 也 ) 一 ] 


。412 。 算 阵 论 


可 见 , 如 果 D7 存在 , 则 (4 十 B)71 与 (4 一 B) 7! 人 恒 存 在 .于 是 ,2n 阶 
中 心 对 称 矩 阵 的 逆 , 特 别 是 对 称 Toeplitz 矩阵 的 逆 的 计算 ,能 够 转 
化 为 两 个 n 阶 矩 阵 之 逆 的 计算 . 对 奇数 阶 和 矩阵 D 亦 有 对 应 的 表 
示 式 . 

对 称 的 中 心 对 称 和 矩阵 和 对 称 的 三 对 角 荆 矩阵 的 特征 值 与 特征 
向 量 有 明显 的 表达 式 ; 一般 Toeplitz 矩阵 和 正定 Toephtz 矩阵 的 
逆 的 算法 分 别 由 Trench(1964) 和 Justice(1972,1974) 给 出 . 所 有 
这 些 均 参 见 参 考 文献 [47]. 


二 、 循环 矩 阵 
TT 和 矩阵 又 一 特殊 情形 是 如 下 形式 的 矩阵 


a = Clre(Co ysC1 9s" Cl1) 一 


Co C1 C2 Cr-2 Cn-l 
0 ee (7. 5. 16) 
C1 C2 C3 Cl Co 
称 C, 为 循环 矩阵 . 
如 采取 下 面 的 基本 和 矩阵 
0 ] 0 二 0 
0 0 ] 0 0 
4 一 |: : :; 2 (7.5.17) 
0 0 0 0 ] 
] 0 0 0 0 


则 式 (7. 5. 16) 可 改写 为 

Cs 一 coIJ 十 ci 入 十 cA 和 十 … 十 c_14"! (7. 5. 18) 
正 是 由 于 式 (7. 5. 18) 的 成 立 ,才能 使 循环 矩阵 C, 的 研究 得 以 顺利 
进行 . 例如 ,不 难 由 和 矩阵 运算 直接 推 得 ;循环 矩阵 的 线性 运算 及 乘 
积 都 是 循环 矩阵 ,并且 乘 法 还 满足 交换 律 ;循环 怎 阵 的 逆 矩 阵 也 是 
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循环 矩阵 5 , 即 有 
Cs = circ(bo ,b1,*,b,1) (7. 5. 19) 


其 中 


La | 
1 和 
b, = Lf)] ! (= 1,2,.",n—1) 


他 一 上 
b 一 二 六 ,站 [GOD 了] 
1 0 


(7. 5. 20) 
这 里 的 A4(k = 二 0,1,2,…,n 一 1) 为 
ee = 0 (k=0,1,.%,n— 1) 
n n 
(7. 5.21) 
它 是 nn 次 二 项 方程 
A"—1=0 Ch D22) 
的 nn 个 n 次 单位 根 ;而 f(z) 是 


f(x) 三 co 十 cz 十 cz 十 … 十 cz (C7155. 23) 
由 式 (7. 5. 20) 可 以 看 出 ,循环 矩阵 可 首 的 条 件 是 f(Ai) 关 0 
(k= 0,1,2,..,n— 1) 
使 用 式 (7. 5. 23) ,可 把 式 (7. 5. 18) 改写 为 
C, = f(A) (7. 5. 24) 
如 果 hx == Xx, 则 有 
一 Cx = fA)x (7.5:.25) 
式 (7.5.25) 表明 , 求 C, 的 特征 值 fGQ) 的 问题 可 转化 为 求 4 
的 特征 值 , 它 们 有 相同 的 特征 向 量 x. 可 以 证 明 4 的 个 特征 值 恰 
是 式 (7. 5.21) 中 的 数 A(k 二 0,1,2,…,n 一 1) ,相应 于 的 特征 向 
量 ( 可 实 、 可 复 ) 是 
Xe = (AA (有 一 0, 1 72 一 1) 
(7. 5. 26) 
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因为 当 关 Jy 时 ,4, 关 ,所 以 由 式 (7.5.26) 知 C,. 有 完备 的 特征 向 
量 系 .再 由 和 矩阵 可 对 角 化 的 理论 知 ,n 阶 复 和 矩阵 


1 1 aee 1 
Ao Al “Al 
VC [CD 27 
MA i SW 
使 得 
Vi'CsV, = diagC fh0), FF 1)) (7. 5. 28) 


式 (7. 5. 27) 与 式 (7. 5. 28) 表明 ,在 复数 域 C 中 ,能 用 一 个 可 
逆 和 矩阵 V, ,使 C 上 的 所 有 循环 矩阵 C, 同时 与 对 角 和 矩阵 相似 . 

式 (7. 5.28) 表明 fs) (一 0,1,2,…,n 一 1) 是 C, 的 特征 
值 . Good(1950) 已 经 证 明 : 如 果 A 和 A 和 B 都 是 循环 矩阵 ,那么 和 A 十 B， 
A 一 B,AB 以 及 4- 的 特征 值 依次 是 

A CA) 二 2A. CB); A CA) — A.CB), A CA)ACB); LA) 二 

(k=0,1,.%,n— 1) 

由 式 (7. 5. 28) 可 求 得 


ne—l 

detC, = | [fi) C750229) 
k=0 
条 一 

c = LS fn) (7. 5. 30) 
N=0 


需要 指出 的 是 , 式 (7. 5. 30) 可 作为 检查 计算 出 的 CG 的 特征 值 是 否 
正确 之 用 . 
在 数值 代数 的 研究 中 ,还 经 常 遇 到 如 下 形式 的 矩阵 
1 1 eee 1 


1 1 see 1 
E,= |. . (7. 5. 31) 
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称 为 么 矩阵 . 显 见 乘积 到 的 各 列 元 素 是 把 4 的 相应 列 元 素 求 和 作 
列 所 得 的 矩阵 ,而 AE 的 元 素 结构 读者 不 难 指 出 . 

么 矩阵 可 以 视 为 循环 矩阵 C, 的 特殊 情形 . 于 是 ,有 关 C, 的 结 
论 可 适用 于 五 ,. 但 由 五 , 的 特殊 性 ,还 可 给 出 如 下 结果 . 

么 和 矩阵 E, 的 阶 数 n 是 其 非 零 单 特征 值 , 数 0 为 其 2 一 1 重 特 征 
值 ,相应 的 特征 向 量 系 仍 如 式 (7. 5. 26) 所 示 . 

由 于 循环 矩阵 C, 的 丰富 性 质 , 使 得 涉及 这 一 特殊 矩阵 类 计算 
的 复杂 问题 ,得 到 较 好 的 解决 ， 

对 于 非 低 阶 ( 这 里 为 n 阶 ) 的 如 下 特殊 矩阵 

C, = circ(l, a, b, 0, ,0, 6b, a) (C7275. 32) 

的 稳定 性 区 域 已 经 给 出 .今后 进行 这 方面 的 研究 ,看 来 将 会 是 有 意 
义 的 . 

在 数值 代数 的 研究 中 ,有 时 得 到 如 下 形式 的 n 阶 Jacobi 矩阵 


a d 
c a CQ 
J, = (c,a,d)? = ， 
d 
c a 
实行 添加 一 行 和 一 列 的 方法 ,可 得 如 下 的 2 十 1 阶 循环 矩阵 
a d 人 
c a Cd 0 
circlasd ,0,.… ,0,c) = 
d 0 
c 4， d 
d 0 0 ca 


(7.5.33) 
这 样 一 来 ,对 式 (7. 5. 33) 使 用 循环 矩阵 的 某 些 结果 (如 求 着 矩阵 
等 ) ,可 以 获得 J 的 一 些 结果 (如 求 逆 矩 阵 等 )， 
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三 、 其 他 特殊 的 工 抢 阵 


如 果 在 和 矩阵 (7.5.1) 中 有 a; = 0 (== 土 2, 土 3,…, 土 (n 一 
1)), 则 得 如 下 的 矩阵 


(7. 5. 34) 


[2 Uo 
称 它 为 三 对 角 T 和 矩阵 , 它 的 全 部 特征 值 已 有 了 明显 的 表达 式 . 如 果 
和 矩阵 (7. 5. 34) 是 对 称 三 对 角 矩阵, 则 可 相似 于 对 角 和 抢 阵 . 这 一 
性 质 将 有 助 于 求解 某 些 椭圆 型 差分 方程 . 
又 如 在 下 和 矩阵 (7.5. 1) 中 令 a = 0, 或 令 a_; = 二 0 (k= 二 1,2， 
…,n 一 1) , 则 得 矩阵 


do CQ- QQ-; Antl 
Uo Ql Qt-2 
: (7.5,35) 
Uo [2 
Uo 
或 
Co 
CC: Uo 
a2 Cl Cn 《7.5. 36) 
CC， 1 CQ? al ao 


分 别称 之 为 上 三 角 工 矩阵 及 下 三 角 工 矩阵 . 显然 同型 的 三 角 工 乱 
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阵 的 乘积 仍 是 三 角 人 矩阵 . 同样 ,三 角 工 矩阵 的 逆 和 矩阵 仍 是 三 角 工 
矩阵. 这 些 运 算 与 多 项 式 乘除 计算 有 密切 联系 ,使 得 这 两 方面 的 快 
速算 法 可 以 相互 引用 . 


8 7.6 其 他 特殊 矩阵 


本 节 将 主要 介绍 既 有 理论 价值 又 有 实际 应 用 的 Vandermonde 
和 矩阵、Hilbert 和 矩阵 及 Hadamard 矩阵 的 性 质 和 应 用 . 


一 、Vandermonde 矩阵 


如 下 形式 的 n 阶 矩 阵 


区 一 | ao ao (7.6.1) 


条 一 他 一 人 他 一 上 


称 为 Vandermonde 矩阵 . 根据 线性 代数 中 的 结论 , 该 矩阵 的 行列 
式 为 
dety 一 [I (a, 一 ai ) 


7 之 


可 见 当 wa，…a 两 两 互 异 时 ,Vandermonde 和 矩阵 总 是 非 奇 
异 的 . 

在 多 项 式 搬 值 理 论 中 , 如 果 已 知 某 函数 f(x) 在 nn 个 互 异 点 
ayazans 处 的 函数 值 为 

fla)= ff, (= 1,2,.,n) 
要 求 一 次 数 不 超过 ?一 1 的 多 项 式 
pl(z) 一 co 十 cz 十 cz 十 … 十 cz (7. 6. 2) 

使 满足 插值 条 件 
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pla)=f. (=1,2,.…,n) (7. 6. 3) 
上 式 写 成 矩阵 表达 式 为 
Vic=f (7. 6.4) 
其 中 VV 是 形 如 式 (7. 6.1) 的 Vandermonde 知 阵 ,ec 二 (co ycl，…， 
cm1) ,f= 二 (所, fi，… ,fa)' .由 于 Vandermonde 和 矩阵 V 非 奇异 ,所 
以 方程 组 (7. 6. 4) 有 唯一 解 c, 即 满足 插值 条 件 式 (7. 6. 3) 的 多 项 
式 是 唯一 确定 的 . 
当 采 用 数值 方法 求 线性 泛 了 清 [f(z)|] 的 值 时 (如 求 f(z) 的 
定 积分 等 ) ,通常 以 f(z) 的 插值 多 项 式 p(z) 代替 f(x) 求 线性 泛 
沙 , 即 儿 [ 上 f(z)] 守 Lp(z)j]. 令 
b: = YL [zx (k= 1,2,.,n) 
则 由 式 (7. 6.2) 和 方程 组 (7. 6. 4) 得 


nm—1} 人 一] 
9 [Frz)] 和 2 plz) = LO cz] = >)ct = eb = 
k=0 k=0 


(YI Vb)= fiy= 之 jy， 
其 中 b = (pb ，D ，…， ,D ) ，》 一 《yl y2 ey 一 VY 一 0. 于 是 对 线 
性 泛 本 的 通 近 问题 可 转化 为 求解 以 Vandermonde 矩阵 VV 为 系数 
阵 的 线性 方程 组 
Vy=b (7. 6. 5) 

的 求解 问题 . 

参考 文献 [17j 介绍 了 求解 线性 方程 组 (7. 6.4) 和 (7. 6.5) 的 
快速 算法 ,其 基本 思想 如 下 . 

将 式 (7. 6. 2) 的 插值 多 项 式 p(x) 写成 牛顿 (Newton) 形式 


nt k—l 
plzx) = d+ 2d Tz,) (7. 6. 6) 
天 一 人 J 一 工 


其 中 QI 和 人 FLaa CQ2 9 ,ax ] 是 函数 f(r) 在 aa 9 CQ2 9 ”CQK 的 k = 阶 
差 商 . 奢 记 R==] 阶 差 商 为 QI 二 FLa ea 9 CQ 一 上 2 9""" 区 由 由 差 商 的 
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定义 知 dt® (k= 1 ,2,..,n) 可 递 推 地 求 出 
d®? = f, (= 1,2,.,n) 
对 上 & = 1,2,…,n 一 1, 有 
(8) I 
di —di1 (1 二 上 十 1,k 十 2,……,n) 


CQ Qk 


再 递 推 地 定义 多 项 式 
paz) = dd ， pe (Zz) die 十 (ZT—a) pu (Zz) 


(k 一 nO—1,.…,2,1) 


(7. 6.7) 


(ED 一 
dl 一 


《7.6.8) 


由 式 (7. 6.6) 可 知 pi (7x) 一 p(x). 记 
2 ch® 十 co 六 十 2 a og 


p(x) = 
代入 式 (7. 6. 8) ,并 比较 两 边 z 的 同 次 寡 系 数 得 


CGO dad 


对 = n 一 1,…,2,1, 有 


(kK) k) (g++1 
ei 二 一 0 一 CQRC 夺 1 
oo 一 cr ic? = hl nl) 7.6.9) 


CH = cetD 


于 是 线性 方程 组 (7. 6.4) 的 解 为 c, 二 cc? (二 1,2,…,n). 利用 
式 (7. 6.7) 和 式 (7.6.9), 求 解 线性 方程 组 (7.6.4) 的 计算 量 为 


OC). 
引入 阶 和 矩阵 


mp-= 


L, (a) 一 


和 阶 对 角 和 矩阵 


| diag (l,l1, (a 一 aa 7) 1 Can 一 awk) 一 ) 


再 引入 维 列 向 量 


。420 。 下 阵 论 


d®™* Cos dd 人 yd) 

c™ = (dD ,ee dD cl ,oo CH)T (k= 1,2,..,n) 
则 由 式 (7. 6.7) 和 式 (7. 6.9) 得 

ld =f, dr? = DL(lD)d® (k=1,2,.,n— 1) 

CC di ， CD 二 一 i (or et (k = nl1,'.…,2,1) 
于 是 线性 方程 组 (7. 6. 4) 的 解 为 

c= = Li(a)Lii(a,1)c™® = 

Li (al )… 工 (a 1)D, 1L, 1(1)°…DIL (1)f 
这 表明 
V7 = Li(a)LL (a, 1)D, 1L, 1(1):…D,L (1) 

从 而 线性 方程 组 (7. 6. 5) 的 解 为 

上 一 Vb se Li (1)D, Li) (1)D, 1L, (a 1) "°°, (a1)b 
令 

8g0) 一 b, gt 2 Li (a)g® (k= 1,2,.…,n— 1) 
yy” 2 go y® 二 Li (a Dy (k = nm— 1,.…,2 " 
(7. 6. 10) 
且 记 
gb 一 本 (pg 和 ,ee i ,ge ee ,ge )T 

y® (gf ， i ,gD yy yy 人 CD )T (k= 1,2,.,n) 
由 式 (7. 6, 10) 得 

go 一 (J 一 1],2,.…,n) 

对 二 1,2,…,n 一 1, 有 

gH = go ag (=k 二 1,k 二 2,..…,n) 
VY = pp (1 = 1,2,.,n) 
对 二 nn 一 1,…,2,1, 有 


Zt) 二 yt 
Se 
xz 六 ”三 一 二 一 一 (jy 二 十 1 ,kk 十 2,…,n) 


Q) Qj—&k 
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(和 tl) (EH1) 
yy» 一 Z 


一 之 计 : (1 一 &R 十 1，…72 一 ]) 


(RE) _ (k+l1) 
yn EE Zn 


最 后 y 一 y2 GI 二 1,2,…,n) 即 为 线性 方程 组 (7. 6.5) 的 解 , 该 算 
法 的 计算 量 仍 为 OC ). 


为 构造 Vandermonde 矩阵 求 道 算法 ,引入 如 下 一 些 多 项 式 


T(CZ) 一 | (zx —a,)) Ari(X) = | | (zx ~—a,) (k= 1,2,.,n) 
一】 j=1 
jk 


天 
Lolz)=1, Lz) 一 | z 一 ww) (= 1,2,.,n) 
4 一 上 


(7. 6. 11) 
如 果 记 


Li, (7) = Li 十 JZ 十 十 lz (k=0,1,..,n) 
且 注 意 到 L(x) = (zx 一 ox)Lii(z) (k= 二 1,2,…,n), 则 有 


loo 一 ] 
对 上 二 1,2,…,n, 有 
SH (7. 6. 12) 
ly = li ~ al, (Y= 1,2,",k—1) 
lnx = Li El 


又 记 zi(7z) 一 wa 十 waz 十 十 Wanz” (k= 二 1,2,… ,7). 利用 


r(z) =L,(z) = Plyz! 和 n(x) 一 (一 at)r(z) (k= 1,2,", 
7 一 0 
n) ,得 


Tm 一 Lm 
(7. 6. 13) 
TWO 一 bs 十 Qt +tl (J = ny 051) 
再 将 A (TI) 表示 为 


A (ZX) 二 Wn 十 ee Qk) (zi 十 wis 工 十 ** 十 i 


《7. 6. 14) 
则 wy = 二 1,2,…,n) 可 递 推 计算 如 下 
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2 | (7. 6. 15) 
Uy = wh Ta (=n—1,.,2,1) 
如 果 取 
和 一 二 es (7. 6. 16) 
则 由 mx (zx) 的 定义 及 式 (7.6. 14) 可 知 
1，7 一 尺 
rs(a,) 一 全 a (7. 6. 17) 
最 后 , 令 
Br (ZT) = 十 zi 并 十 …… 十 区 二 (7. 6. 18) 
则 有 


va 三 Bws (= 1,2,.,n) (7. 6. 19) 

由 式 (7. 6. 17) 和 式 (7. 6. 18) 可 看 出 ,Vandermonde 抢 阵 的 

逆 答 阵 为 VY” 二 (vw )wxn. 利用 式 (7. 6.12) 、 式 (7. 6.13) 、 式 (7. 6. 

15) 、 式 (7. 6.16)、 式 (7. 6.18) 及 式 (7. 6.19), 计 算 Vandermonde 
矩阵 的 逆 矩 阵 , 其 计算 量 为 OC ). 

有 关 Vandermonde 和 扼 阵 的 进一步 结果 可 参阅 参考 文献 [17]. 


二 、Hilbert 和 矩阵 
假定 在 区 间 a 之 zx 二 5 上 给 定 连续 函数 f(x) ,要 求 用 工 的 
n 一 1 次 多 项 式 > \czr: 通 近 f(z), 即 要 求 


Foes sc) = | a DEL) — Por pdr 
a ;=} 


达到 最 小 ,其 中 CC) 是 [a ,b] 上 一 个 非 负 的 权 陋 数 ， 由 (ca 9C2 9 9 
ca) 是 F(ci ,cs,…,c,) 的 极 值 点 的 必要 条 件 为 


ee 0 (7. 6. 20) 
9 io, 


得 
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四 6 6 
> o| w(z)Zr dz 一 | wrx)f rr dr (t= 1,2,.,n) 
7 一 1 a a 


(7.6.21) 
这 是 n 个 未 知 量 c, 满足 的 个 方程 . 如 果 取 w(x) 三 1,[La,6bj] = 
fo0,1], 且 记 


1 
一 sh 二 
jn = | ed i 


b, = | fC)z" dz (2397 一 1,2,°" ,nn) 
那么 方程 组 (7. 6. 21) 就 成 为 


Dhwcy = 6 (= 1,2,.,n) 
7=1 


写成 矩阵 形式 即 为 
Hc=b 
其 中 C= (clycz 和 co) b= (bi ,b; ，;"" 90.) ,而 
1 1 
“ 人 
| 1 
过 二 3 7 十] 
er | 
a 1 
7 十 1 271 一 1 
(7. 6. 22) 


称 之 为 Hilbert 矩阵. 
Hilbert 矩阵 是 特殊 的 Hankel 矩阵 ,还 是 对 称 正 定 符 阵 、 正 矩 
阵 和 正 稳 定 矩 阵 . 该 矩阵 的 行列 式 为 


Fl11 21 … (2 一 1)1] 
nlln 二 1)1…(2n 一 1)1! 


它 的 逆 矩 阵 下: = (v, )wxs 有 明显 的 表达 式 


detH, = 
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Di Dt DI 
> (十 7 一 1LG 一 1)10 一 1)1 ni)!n omy)! 


(z 1 = 1,2,.,n) 

例如 ,对 3 阶 Hilbert 矩阵 有 

9 一 36 30 
一 36 192 一 | 

30 一 180 180 

对 Hilbert 和 矩阵 有 兴趣 主要 在 于 它 是 严重 病态 的 ,其 条 件数 随 
有 增加 而 快速 增 大 . 表 7. 1 对 少数 几 个 n 值 ,给 出 了 H, 的 条 件数 
conds(H,), 这 里 

” maxa(H, 
cond CH,) = | Hl Hr ,= De 


表 7.1 Hilbert 矩阵 条 件数 


=—] 
3 


一 一 一 
一 一 一 


cond: (CH. ) 


3 6024 0 4.75 X 108 
4 55 40 1. 53 X 102 
5 4.77 X 105 4. 93 X 101! 
6 1. 50 X 107 1. 60 x 10313 


由 于 Hilbert 矩阵 是 这 样 的 病态 矩阵 ,所 以 常常 用 它 论 证 和 检 
验 矩 阵 的 计算 过 程 , 但 是 也 因为 有 这 样 的 病态 , 使 用 时 必须 小 心 
并 慎 . 


三 、Hadamard 和 矩阵 


如 果 n 阶 和 矩阵 H 的 特征 值 全 是 1 或 一 1, 并 且 满 足 
HH' = nl (7. 6. 23) 
则 称 五 为 Hadamard 矩阵， 
了 adamard 和 矩阵 有 下 述 的 几 个 性 质 . 


第 7 章 若干 特殊 算 阵 类 介绍 。425 。 


(1) 车 五 是 nn 阶 Hadamard 矩阵 , 则 
detH = ni 或 detH = 一 i 
(2) 若 H 是 Hadamard 矩阵, 则 HT 也 是 Hadamard 矩阵 . 
事实 上 ,由 于 互 是 非 奇异 矩阵 ,给 式 (7. 6. 23) 两 边 同时 左 乘 
HT 和 右 乘 (H') 1!, 得 HTH==n1, 即 H"(H") 三 好. 此 外 H' 也 是 
由 1 或 一 1 为 元 素 构成 的 2 阶 和 矩阵 ,因此 五 也 是 Hadamard 和 矩阵 ， 
(3) 若 吾 是 n 阶 Hadamard 矩阵 (n 盖 2), 则 ?是 4 的 倍数 . 
事实 上 , 设 互 王 (P )ww，, 则 由 式 (7. 6. 23) 得 
hi 十 hfs 十 "十 hi, 二 nn 
huhzi + hizhzs 二 二 hinho, = 0 
huhsai hzhsz + *** 二 hinhss = 0 
hzihsi 十 hazhaz 十 … 十 hzshss 一 0 
从 而 


(hi 十 hz) (hi 十 ha) 十 (hi, 十 hh,,) (hi, 十 hss) 十 sae 十 
(hy, 十 hs) (hys 十 hs) 二 hi 十 hs 十 … 十 hi, 二 nn 


由 于 扣 , 十 hoyhy 十 hali 二 1,2,…,n) 或 为 0, 或 为 2, 因 此 上 式 左 
端 是 4 的 倍数 ,从 而 n 是 4 的 倍数 . 

这 一 性 质 表明 ,大 于 2 而 不 为 4 的 倍数 阶 的 adamard 和 矩阵 是 
不 存在 的 . 

(4) 任意 交换 Hadamard 矩阵 的 两 行 ( 或 列 ), 用 (一 1) 乘 
Hadamard 矩阵 的 任意 一 行 (或 列 ) 的 所 有 元 素 , 仍 得 Hadamard 
矩阵. 

由 式 (7. 6. 27) 可 直接 证 明 该 性 质 . 由 这 一 性 质 可 知 ,对 任 一 
Hadamard 矩阵 ,总 可 以 通过 上 述 两 种 变换 ,使 其 第 1 行 和 第 1 列 
的 元 素 都 是 1, 这 样 的 矩阵 称 为 正规 Hadamard 和 矩阵 . 另外 ,2 阶 
Hadamard 矩阵 不 是 唯一 的 ,m” 阶 正规 Hadamard 矩阵 也 不 是 唯一 
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的 ,因为 交换 它 的 任意 两 行 (或 列 ), 但 除去 第 一 行 (或 第 一 列 ) ,得 
到 另 一 (正规 )Hadamard 矩阵 . 
Hi 一 (1) 是 1 除 ( 正 规 )Hadamard 矩阵 ; 


1 1 
H; = |， 居 2 阶 (正规 )Hadamard 矩阵 ; 


一 般 地 ,2 (一 1,2,…) 阶 (正规 )Hadamard 矩阵 为 
Ha: He 
Hy: — Hi 
这 种 构造 Hadamard 矩阵 的 方法 称 为 Sylvester 法 . 

如 何 构造 12,20,24,28,…( 这 些 数 是 4 的 倍数 ,但 不 属于 2 
(& 三 1,2,…)) 除 的 Hadamard 和 矩阵 呢 ?对 于 较 大 的 已 具体 构造 
出 来 了 ,但 对 一 般 情 形 的 研究 仍 在 进行 . 

Hadamard 矩阵 在 网 络 、 逻辑 电路 、 编 码 、 数 字 信和 号 处 理 等 方 
面 ,都 有 重要 的 应 用 . 例如 ,美国 在 1969 年 水 手 号 火星 探险 的 遥测 
系统 中 , 曾 采 用 一 个 以 Hss 的 行 向 量 为 基础 的 纠 错 码 . 


Hx = | | (k= 1,2,.) 


习题 答案 或 提示 


习 题 11 


2. 是 . 3.(1) 否 ; (2) 是 ; (3) 否 . 
4. 因 1 一 2cos:t 十 cos2t 二 0 
5 令 下， 一 EE, 十 E, (1 才 7), 则 一 个 基 为 Fs Fi ，… ,Fi, ,FP,,, 


oy 从 数 为 去 nCn 十 1). 
6. (33, — 82, 154)7. (4 .Py 


4 一 2 1 0 
8 一 4 2 1 四 
080 a ,坐标 为 (11,23,4, 一 5)7. 
2 1 00 
2 0 5 
9. (1) C 一 A yl (3) &(1,1,1, 一 1)5(R 尖 0). 
一 1 1 2 1 
1 0 1 3 


10. 基 为 yy，ys.。 11. 基 为 (1,0, 一 1,0), (0,1,0, 一 1). 


wo sa J anss 


13. 提示 : A = 二 (4 十 47) 十 记 (4 一 4")， 
习 题 1.2 


1. (1) 不 是 ; (2) 是 ; (3) 是 ， 
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2 CT 十 了 ,x 一 | 十 乌 ， 一 所 一 乌 ) 
(TT,)x 一 《一 久 后)， 《了 Ti D)x 一 (名 ;& )， 


元 
4.4=|0 1 1 
1] 0 0 


5. 提示 : 验证 Tx 一 Tix, Tx, = Tx;. 
a b&b 1 0 0 0 


ba 0 1 0 0 
Eid We i of 
0 0 ba 0 1 
0 0 0 0 a 5b 
0 0 0 0 一 5a 
一 1 1 一 2 
7.B=C" AC=|.2 2 0 
3 0 2 
a 0 bb 0 a cc 0 0 
A 
0 ad 0 0 0 C 
c 0 C 0 0 5b 4d 
A;, = A,A,. 
10. 提示 : T°x 二 (0,0,é). 
一 4 一 3 3 
11. (CD C= 了 了 人 
2 1 二 5 
(3) B=C. 


12. 和 二 hs 二 1: X= 二 3xi 一 6xz 十 20x，， 全体 为 kx (k 关 0). 
As =— 2: X 二 x3， 全 体 为 kx (k 关 0). 
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0 1 1 1 1 
13. P= : 2 | 1 | 
1 0 0 1 
= 48 一 26 
.| 0 95 a 15. 志 | " | 
2 2 3 
0 一 61 34 
16. (1) gC) = 二 9 — 814—729, m(X) = 4 — 81; 
(2) g(24) = 二 [一 2aoAh 十 (a 十 a 十 a? 十 a2) 玫 
m(4) 二 入 一 2aoA 十 (a? 十 a? 十 a? 十 a?). 

17. 设 和 的 最 小 多 项 式 为 ma(4),B = 二 AT 的 最 小 多 项 式 为 
ms (4). 因 ma(4) 二 O, 故 ma(B) 一 Los) =O, 从 而 ms (4) | 
ma(4). 同 理 可 得 ma (4) | ms (4A). 因此 mL) = 二 ms (4). 

18. Vx EV Tix=hox. 因 TI(Tx) = T, (Tx) = ho(T,x), 
故 Tox E€ Va ;从 而 Va 是 了 的 不 变 子 空间 . 


19. oo-| 2 | | ] | 


1 1 
(3) J = i 
1 
20. 设 4 的 Jordan 标准 形 为 J, 凤 PiAP = 二 J. 由 于 J”= 
P A"P= 二 了 所 以 [J.(4.)J”"= 二 J. 由 A 可逆 , 知 4, 关 0, 从 而 m, 一 
1, 即 和 与 对 角 人 矩阵 相似 . 
21. &(t) = ce ete, &(t) = 2ce’ tc, (2t+ 1)e: 
&(t) = 4cie' 十 co(41 十 2)e: 十 ce. 
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习 题 1.3 
1. (2) A， 2. 是. 3. (1) 训 (2) 


"ee ey 


1 
1 
9. J 一 六 十 xs)，y2 一 yr 一 2x; 十 2x 一 xs) 
;二 地 (a 十 xs 十 xX 一 Xs). 
6. J1 ， 了 2 = 时， 
ys 一 Ye 一 ]1)，y 一 VIS (BE 31). 


7. 设 Raxi 十 Raxs 十 … 十 Roxn 一 0， 一 (Ri Ra) ， 则 
有 By 一 0. 该 方程 组 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 detB = 0. 

8. 类 似 定理 1. 35 的 证 明 . 9. 按 定义 验证 . 

10. 类 似 定 理 1. 38 的 证 明 . 


2 
3 V5 3V5 
11. (1) P= ee ss 
3 V5 3V5 
2 0 2 
3 3V5 
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0 让 由 

V2 V2 

| 了 了 

1 

V2 2 2 
PH4P = -2 

一 V2 


12. 类 似 定理 1. 39 的 证 明 . 
13. 提示 :4 的 特征 值 为 1 或 0, 再 利用 定理 1. 42 的 推论 1. 
15. 类似 于 定理 1. 42 的 推论 2 的 证 明 . 


习 题 2.1 
1. |ela=n， lels =v，lel- =1. 
3. 提示 :应 用 积分 形式 的 Holder 不 等 式 
| ee ee | | ran a] [| a rds] 


(Ft+i=1 p>1,9>1) 


习 题 2.2 
1. 14 人 = 一 2，141 = 一 v6，141 -一 4 
| 一 4 1B,= v8+2 vi3, BI. =6 


1 1 0 1 
3. 4 一 专 [。 , | al 一直 <1 


141- =V2>1,14|,=1. 
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5. 上 41s Ee | SAS” | ;2. 


6. 


设 和 二 (as, ) mxnsX = (& ;6 则 
FE,x 一 《0，…，0， & ,0，…， 0) ， | E,x | p 魏 | x | p 


Ax 一 > Pak,x 


?2 一】 j= 


Ich 和 袜 21o | | E,x | , < 


t 二 ] 7 一 


[> > 1 上 zl = NA, lxl, 


1 二 1 了 一 


习 题 2.3 
1. 由 用 4 有 | 委 14 时 吾 上 一 1 及 定理 2.8 即 得 结论 . 
19 
2. 56 人 0. 34. 
习 题 3.1 
1 1 
2 了 <c 和 了 
习 题 3.3 
6e: de—3e—e! 2e: 一 3e 十 er 
5。e4 一 二 0 3e 十 3er: 3e—3e! 
0 3e 一 3e-1 3e 十 3er1 


be de’!:—3e—e! 2e—3e+e 
EN 二 0 3e: 十 3e 3e:—3e! 
0 3e: 一 3e 3e' 十 3e 
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6sin2 4sin2— 2sin] 2slin2 一 4sIinl 


sinA 一 元 0 0 | 
0 6sinl 0 
1 1 
1 1 1 
6. (1) P= ,了 -4P 一 了 一 
| 
1 1 
0 0 0 
1 0 0 
InA=P.lnj.P!= 一 序 1 0 0|; 
1 1 
本 方 1 0 
(2) ln4 = In2 0 0|. 
0 1 
0 
习 题 3.4 
df _ 一 ] 一 = 
4， 让 一 24x 一 少 5。 对 444 一 王 了 两 端 求 导 即 可 得 . 
Qlgk Qi! 
of | | 
Er We) dx 
UR a, 


2 
9.m 一 2 时 , 取 AC) 一 | ,出 
t 
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Pe 人 2 -ol Cp _ [ 3 刀 | 
0 0 


2A(D LAG) = 的 “| A 
欲 使 等 式 成 立 , 必 须 有 
SAD .A = A 2 
习 题 3.5 


1. 提示 : 先 证 全 (detX) 一 detX 。tr4 (参阅 参考 文献 [6j]). 


lj+4: 0 8 十 12z 
| 3 1 6 Ee b 
2 :=At 1— 6 
1=2t t 0 1 
3. e” = — 4it pe a -| 1 | 
1l+2t—e ei—l1 e (ft— 1)e 


4. 提示 : 作 变 量 代 换 & = 二 ln(i 一 a). 


习 题 4.1 
1 
2 
LA=| ， x 
= 二 =2 1 
0 5 2 1 
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板 
冰 
至 
区 
N 
咀 
以 
至 
be 
4p 
[= 
向 
站 
改 
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CT 
-IS “| 

le 
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ls 
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| 
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4.a 一 0,2. 
6. 9y =H 时 |y|=|x 1m =Ty]7 时 x 一 | x | 一 x 一 Jy 
_ xX» a I 
2 一 OOo, HH=I—2uwu ,Hx =|x 一 yy 
| x—y | | | yo y》 
1 1 3 3 
3 0 FB 
V2 V2 V2 V2 
js Sl 
3v2 3vV2 3V2 V2 3V2 
-让 2 4 
3 3 3 3 
4 3 
2 1 1 
8. 4 一 |1 0 0 5 2 
3 一 汪 一 1 
5 5 
1 0 0 
还 4 0 20 0 
9.H 一 5 5|, HAH = :20 600 751. 
4 3 0 75 0 
A 5 
习 题 4.3 


ll 0 = | 
] 1 
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1 
1 1|ri10 0 0 
(2) A = | | 
i 0 1 
1 1 
习 题 4.4 
1 1 1 
= 和 天 | [V3 0 
后 Ar 1 
1 1 1 3 2 
4. 4 一 | 一 一 一 | 和 于 | 六 V2 2 
V6 V2 V3 1 _1 
2 1 V2 V2 
天 0 Tllo 0 
V6 V3 
1 
—U: —U: U, OO 
~、 2 
5.U = V2 ,区 一 站 
ly i O U, 
V2 
B=— 0 二 
O oO 
习 题 5.1]1 


1. 令 A= diagla, oa) 有 一 444- = (a, 一 ) wn， 根 


了 


据 定 理 5.4 可 得 
II[ | 4, (A) = 了 I] | 4, CB) I<[II[> | 6, 1] Sh 
[2 ww 了 


划分 入 二 [al ;…: a,]j,，B 一 [b … b,j], 则 有 
等 号 成 立 怠 某 b， 二 0 或 (b,,b,) 二 0 (i 关 ]) 
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由 于 
b, 一 0 会 0 一 0 
(b,,b,) 一 (4haiao ,Aaa ) = (ma,) (ha ha ，) 
所 以 
等 号 成 立 售 某 a, = 二 0 或 (ha,,Aha,) 二 0 (天 7). 
2. 存在 西 矩 阵 卫 ,使 4 一 PTPE(T 为 上 三 角 和 矩阵 ). 设 人 一 


H 
(sy) wu ,并 由 和 二 全 一 P 工 上 于 Pa ,可 得 


STReC,(A))Y = > (4) + SC 
:=1 


zt =] 


十 
> 十 zt | > t t 


| aT+TONE = | FA+AD) ?= 


CQ， 要 


一 1 


类 似 地 ,由 全 二 全 安 pe T pn 可 推导 出 另 一 式 . 


3, 提示 :对 A, 取 DD = a ,再 考察 


B .最 后 利用 突 和 矩阵 的 复 特征 值 必 成 对 出 现 的 性 质 ,得 到 XA E 
[16,24], 1 € [6.5,13.5], 3 € [一 6,6]. 
4. 提示 : 息 的 n 个 盖 尔 圆 弧 开 , 且 为 灾 算 阵 . 
5. 提示 : 同 第 4 题 . 
6. 设 A 三 a 十 ]B (ae 和 B 都 是 实数 ). 若 w 委 0, 则 由 ECGs 可 得 
| 424—an | R; = 
| a—an |<| (a—an) tp |< R= 
—atan < R= an SR++a=R, 
矛盾 . 
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7. (1) as。 是 实数 时 ,有 
| Im(2) 1 < [ImG) 节 十 LRe(CA) 一 au 了 = 
| 4—am | < [ER] < [max(R,)} 


类 似 地 ,可 得 到 (2). 
8. (1) 因 A 和 不 可 约 , 且 >) | a | 二 过 1 一 A。, 所 以 由 


定理 5.9 可 得 p(4) 二 1. 
(2) 因 po(4) 之 上 4。 =]1 且 det( .I 一 4A) 一 0, 故 p(4) = 1 
9. (1) 二 盖 尔 圆 相 交 。(2) 二 盖 尔 圆 相 切 . 
10. 提示 :用 推论 5. 


习 题 5.2 


1. 由 XxX1，X2。，……,X, 授 B 标准 正 交 ,可 得 CQ BO 一 工 再 由 
Ax, 二 A,Bx, 知 AQ 一 BO4, 故 0I40 = 4. 
2.(1) B'Ax = Ax: 


| 
B11A= |—9 20 : 
-1 4 3 
(2) Sy = Ay, x = (Gy: 
5 
G=4+| 2 1 ,S$S=G-1A(G!)T 
M5 
一 4 一 2 5 
习 题 5.3 


1. 设 和 A 的 属于 4li， A2 » A 的 标准 正 交 特征 向 量 系 为 x1， 
Xs, ,XnsB 的 属于 ji ,pz， “°° ,fun 的 标准 正 交 特征 向 量 系 为 yi1， 
2 "*"* ,Yh. 记 Vi (x) = 上 L(x, X22， “0 Xi), Vil(y) =L(y， y2，***， 
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欠 )， 于 是 有 
> min max{x Ax IxEVi, |x|,=1)< 
max{x Ax | x EVi(y), | x|,; = 1}< 
max{x'Bx+e|xEVil(y), |x|,=1}= 
max{x'Bx | x EVi(y), ||x|,=1})+e = 
ue (k= 1,2,.,n) 
同 理 可 得 jw 声 如 十 e (二 1,2, 呈 yn). 因此 |p 一 和 | 考 e. 

2. 设 和 A 的 属于 41，4s，…,4s 的 标准 正 交 特征 向 量 系 为 xi， 
Xz2，"…,Xns 自 十 Q 的 属于 ji， jo，… ,pa 的 标准 正 交 特征 向 量 系 为 
yi yy i 记 VECX) = L(x, Xo mx VilCy) = L(y, yy» 
… ,ys)， 于 是 有 

px = 0 [|xEVi, | x|;=1}< 

mn ey A |xE€EVi, | xl = 1}+ 


max{x'Qx |x EV:, |x|; = 1}]< 
max{x'Ax | x E€E Vail(x), | x|, = 1})+7y, = 
AM 十 (k 一 1 2，…，77) 


JS min max{X Ax Fae Vas ye 
3 
min max {x (A 十 Q)x 十 
3 


x (—QOx|lxEV,|x|:=1}< 
min[max{x (A+Q)x [xE€EVi,|x|j, = 1} 十 


max{x'(—Qx|xEV,|x|,=1)}]< 
max{xr(4 二 O)xz |xE Vaily),|xl, = 1})+ 
(—7) 一 人 一 
因此 入 十 7 pA 十. 
3. 提示 : 由 正定 知 7Y; 汪 > 0, 根 据 第 2 题 的 结论 即 得 所 求 . 
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习 题 5.4 


1. 提示 :利用 性 质 (4). 

2. 因为 (4Q@B) 一 4GOB 一 4OB, 所 以 AI 有 是 
Hermite 矩阵 .又 1(4QB) = 二 4(4)。4(B) > ( 宇 )0, 故 A 的 B( 半 ) 
正定 . 

3. 设 AE = 二 从 ,Bn 一 my, 则 有 

(A WB)(E DD = (4) W (By) = 

QE) CO Om) = ED nN) 

4. 因为 rank(wusua) 二 1, 所 以 usul 仅 有 一 个 非 零 特征 值 . 容 
务求 出 uu 的 非 零 特征 值 jv 二 ny 而 jv = 二 … = 二 j= 二 0, 故 B 的 特 
征 值 集合 为 

{ | t= 1,2,.,m; = 1,2,.,n) 
也 就 是 巩 1,…,mm 和 m(n 一 1) 重 零 . 

5. 提示 :直接 验证 即 可 . 

6. 设 和 A 和 B 的 特征 值 分 别 为 {A,) 和 {m) 由 于 py 0, 所 以 
1 十 (Qipy) 十 … 十 (hi,)' 之 0. 根据 定理 5.30 即 得 所 求 . 

7. 提示 :对 于 任意 实数 1, 恒 有 1 十 1 十 攻守 0. 


2 
1 2 
Ll 
4 2 4 
习 题 6.1 


3. 由 题 2 知 I 一 Pi,xm 是 投影 托 阵 .将 YECr 分 解 为 
X=y+z, xEL, zEM 
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则 (I—Pimw)x= x— Puyx=x—y=2z= Purx 

4. 若 P= Pi 十 P 是 投影 矩阵 , 则 由 P= 二 P, 得 PiP; 十 
PP = 0. 分 别 左 乘 和 右 乘 Pi ,得 

PiP, 十 了 PP 一 O， PPP 十 PP 一 O 
两 式 相 减 , 得 
PP,— P,P, 一 O 

与 前 一 式 联 立 , 解 得 PiP, 二 P,P 一 0O. 反 之 ,由 PiP, = 二 P,P); 一 0， 
掏 知 P= 二 PP. 


1 = "0 = 
FA (1) Prxv = : 0 | ae- 
0 0 0 0 


习 题 6.2 


1. 所 有 nxm 矩阵. 

2 和 二 (2 jay 二] 其 宁 任 党 

12. 若 玫 一再, 则 (2)2: 二 BH= HH,(H)™ = (HH')" = 
Hi, 即 再 :为 圭 等 Hermite 阵 , 且 有 rankH = rankH: < rankH’ 过 
rankH. 故 rankH: = 二 rankH. 反 之 ,由 (HH )” 一 Hi 知 HE Ht{3,4}， 
而 由 rankH? = rankH 知 存 在 矩阵 ,使 得 HH 二 HU, 寺 是 昌 = 
HH= (HH)U= HU= H, 此 即 HE H{1,2}, 故 H=H'. 

13. 提示 : 利用 4+ 二 (48A4A)+ 4 = AN(AAhF)+ (定理 
6. 10(5)) 及 AFA 一 445 直接 推导 . 


s wna [es Hmm.nme-[] 
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(P4O)+ 一 二 [2 1], 但 QA1+P! = 3[1 0]. 


习 题 6.3 


1. 在 式 (6. 3.3) 中 取 工 为 非 奇 异 矩 阵 邯 得 . 
2. Hermite 标准 形 是 单位 矩阵 ,QO = 二 A 1,P=I,X=A.. 


1] 0 0 1 
EG 
, ~ loo 1 1 
0 0 0 0 
1 0 0 0 
二 = 了” 才 oe 
人 
二 全 二 9 河 
1 0 0 0 
1] 1 0 0 
pW (c FE. ) 
二 年 忆 任意 
CC CC 一 [a 
1 0 0 0 
A'1'2 一 ] 0 人 
1 —1 1 0 
0 0 0 0 
1 0 0 
1 00 1 
1 1 0 
(2) A = FG = 0 1 0 —1 
0 1 1 
0 0 1 1 
0 0 1 
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AN 
Lp | 
~ 
> 
Pn 
[> 
本 
SA 
| 
| 


Lb vs 1 3 
0 0 0 0 
1 2 一 1 0 
A 1 一 1 2 1 0 
4 1 一 2 3 0 
3 ~=*2 1 0 
习 题 6.4 


4. 这 是 题 3 中 取 k 二 2,Ai 二 A,A, 二 ol,bi 二 b,b, 一 0 的 特 
殊 情 形 ,， 从 而 x 满足 (4 和 十 aDx = AHb, 故 x 二 (AFA 十 
a DA™Db. 

5. 问题 转化 为 求 线性 方程 组 Al(x 一 a) 二 5b 一 Aa 的 唯一 极 小 
范 数 解 . 
6. (1) 相 容 . 通 解 为 


1 0 0 —11iI& 1 一 
ol looo0o 18 0 1 
| | 
0 lo oo 可 le 0 1 


极 小 范 数 解 为 x 一 到 (1,1,1,1)7. 


(2) 不 相 容 . 极 小 范 数 最 小 二 乘 解 为 过 一 工 (1,1,1,1)7. 
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a 


习 题 6.5 


2.X 一 了 z 为 方程 组 (6.5.1) 的 极 小 范 数 解 (或 最 小 二 乘 解 ) 
的 充 要 条 件 是 ,z 为 方程 组 (6. 5. 2) 的 极 小 范 数 解 (或 最 小 二 乘 解 
而 由 定理 6. 30( 或 定理 6. 32),z 二 2D 是 方程 组 (6. 5.2) 的 极 小 范 
数 解 ( 或 最 小 二 乘 解 ) 的 充 要 条 件 是 Z = (4P,)40( 或 Z = 
《4P,) 和 2 ). 

4. 将 正定 矩阵 N 进行 Cholesky 分 解 N = GNGn， 则 
min | x | N ,等 价 于 min x 上 ,其 中 x = Gnx,A = AG%!,B 了 == b. 于 
是 原 问 题 的 唯一 极 小 范 数 解 为 xo 二 GRID ,这 里 了 GE (AGx1){1， 
4}. 取 Y 一 (AGN')*[(4GN') (AGN')H] ,由 定理 6.8 知 YE 
(AGw!){1,2,4} ,从 而 

Xo 一 CID = N'AN(AN 1!'AN) Vb 
如 同 引 理 2, 可 证 得 rank4 = rank(AN-!1AF). 于 是 存在 矩阵 也 ,使 
得 4 一 4 人 AN 4 U, 又 由 ERA) 知 b= hz 一 4AN-IAHUz , 故 有 
| xo 1 一 XINxo 一 Da[C4AN-I4A8)GD]8AN-LAHECAN-IAHJGDD 一 
bi(AN- -1A )Vp 

5. 将 正定 矩阵 MM 和 NN 进行 Cholesky 分 解 M 二 GHGw,N 一 
GGN. 令 入 二 GuAGN! ,时 = GvXG 寻 H, 则 锡 二 +t, 从 而 A 机 一 总 一 
GN'A+ Gy = Ga! (GuAGE!)+ Gw. 

6. 由 题 5 及 Zlobec 公式 ,得 

Aim = Gn'A+ Gu = Gn'AN(ANAAN)V ANG, = 

N ATGu(GN"A MAN-!ANGu) "GAM 
可 以 验证 
GuA(A"MAN™'A"MA)VG, € (Gs ATMAN- ANG ) {1) 
代入 前 一 式 即 得 ， 
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一 


习 题 6.6 


3. 由 rank4: 二 rankA*(il 之 有 ) 得 rank(A')’: 一 rankA', 即 A 
的 指标 为 1. 于 是 由 题 2, 有 (A')* 一 (4')® 一 (4). 

5。 若 (AC ) 二 一 入 ,可 推 得 A:A'? 二 A, 二 是 由 定理 6. 42(2) 
知 A 的 指标 为 1. 反之 ,车 委 的 指标 为 1, 则 A = A* ,可 求 得 
rank(A*)? 二 rankA*+, 即 A# 的 指标 也 为 1， 故 有 (4”) ”一 
(A* )# = Ah. 

6. 由 4244 一 AD 可 推 得 A 的 指标 为 1. 直接 验证 
(A eA 

7. 由 题 6 知 4C2 的 指标 为 1, 再 由 题 5 即 得 ， 

8. 利用 题 6 的 结果 . 

9. 易 证 使 得 4! = 二 0O 的 最 小 正 整 数 即 为 A 的 指标 . 再 由 式 
(6. 6. 11) , 即 得 42 一 0. 
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